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El lenguaje y los conceptos de la teoría de matrices y, más generalmente 
del Algebra Lineal han llegado también a aplicarse en las ciencias natu- 
rales y en las ciencias sociales. Pero eso no priva que el Algebra Lineal 
continúe teniendo su importancia extraordinaria en el tratamiento moderno 
de la geometría y el análisis. 

El propósito esencial de este libro es presentar cuidadosamente los 
principales temas del álgebra lineal e ilustrar la utilidad de la materia a 
través de una amplia variedad de aplicaciones. Aunque para el uso for- 
mal de este libro se supone que los alumnos han debido llevar un curso 
previo de cálculo, el contenido de los capítulos 6 y 7 no requieren más 
aparato matemático que el contenido en los estudios de enseñanza media 
superior en los cuales puede haber habido o no una iniciación al álgebra 
lineal. 

El libro está concebido de manera tal que permite ser utilizado en 
cursos de diferente duración. El material esencial del álgebra lineal (es- 
pacios vectoriales, transformaciones lineales y matrices, sistemas de ecua- 
ciones lineales, determinantes y diagonalización), se encuentra en los 
capítulos 1 al 5; los otros capítulos, que tratan las formas canónicas y 
espacios con producto interior, son completamente independientes y que 
se pueden estudiar en cualquier orden. Además, a lo largo del libro se 
encuentran diversas aplicaciones para áreas tales como ecuaciones dife- 
renciales, economía, geometría y física. Estas aplicaciones, clara está, 
no son imprescindibles para el desarrollo matemático y pueden muy bien 
eliminarse a criterio del profesor. 

Hemos procurado que resultara posible abarcar la mayoría de los te- 
mas importantes de álgebra lineal en un curso semestral. Esta meta nos 
permitió desarrollar los temas más importantes con menos preliminares 
innecesarias, que en los textos tradicionales. Nuestro tratamiento de la 
forma canónica de Jordán, por ejemplo, no requiere de la teoría de 
polinomios. La economía lograda en extensión permite desarrollar la 
mayor parte del libro (si se omiten muchas de las partes optativas y 
el análisis detallados de los determinantes), en un curso semestral de 
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4 horas semanales para aquellos estudiantes que hayan tenido conocimien- 
tos previos de álgebra lineal. 

El capítulo 1 del libro presenta la teoría básica de espacios vectoriales 
de dimensiones finitas, subespacios, combinaciones lineales, dependencia 
e independencia lineal, bases y dimensión. El capítulo termina con una 
sección optativa en la cual se prueba la existencia de una base en los espa- 
cios vectoriales de dimensiones infinitas. 

En el capítulo 2 se desarrollan las transformaciones lineales y sus 
relaciones con las matrices; ahí se discute el espacio vacío y el límite de 
una transformación lineal, representaciones matriciales de una transfor- 
mación, isomorfismos y cambios de coordenadas. El capítulo se termina 
con las secciones opcionales sobre espacios duales y ecuaciones lineales 
diferenciales homogéneas. 

En el capítulo 3 se encuentran las aplicaciones de la teoría de espa- 
cios vectoriales y transformaciones lineales a los sistemas de ecuaciones 
lineales. Este importante tema lo hemos pospuesto intencionadamente 
para que se pueda presentar como consecuencia del material anterior. 
Este enfoque da pie al tema familiar de los sistemas lineales para aclarar 
la teoría abstracta, y permite evitar confusos cálculos de matrices en los 
capítulos 1 y 2. En esos capítulos habrá ejemplos ocasionales donde ten- 
dremos la oportunidad de solucionar sistemas de ecuaciones lineales (na- 
turalmente estos ejemplos no forman parte del desarrollo teórico). En la 
sección 1.4 se hallan las bases necesarias para ello. 

Los determinantes, tema del capítulo 4, tienen ahora mucho menos 
importancia que hace algún tiempo, para un curso abreviado es preferible 
tratarlos ligeramente, puesto que consideramos necesario dedicar más 
tiempo a los temas que se desarrollan del capítulo 5 al 7. De ahí que 
hayamos presentado dos alternativas en el capítulo 4: un desarrollo com- 
pleto de la teoría (secciones 4.1 a 4.4) y un resumen de los puntos 
importantes, indispensables para el resto de los capítulos (sección 4.5). 

En el capítulo 5 se desarrollan eigenvalores, eigenvectores y diago- 
nalización. Una de sus aplicaciones más importantes se encuentra en el 
cálculo de límite de matrices. Se ha incluido, sin embargo, una sección 
opcional sobre límite de matrices y cadenas de Markov, aunque la general 
mayoría de algunos de sus resultados requiera un conocimiento de las 
formas canónicas de Jordán. Las secciones 5.4, 5.5 y 5.6 contienen in- 
formación sobre subespacios invariantes, el teorema de Cayley-Hamilton 
y del polinomio mínimo, respectivamente. 

Las formas canónicas se tratan en el capítulo 6, secciones 6.1 y 6.2 
desarrollan la forma Jordán y la sección 6.3 presenta la forma racional. 

Los espacios con producto interior son el tema del capítulo 7. La teo- 
ría matemática básica (productos interiores y el proceso de ortogonali- 
zación de Gram-Schmidt; las transformaciones del adjunto: normal, auto- 
adjunto, ortogonal y operadores unitarios; proyecciones ortogonales y el 
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teorema espectral) se desarrollan en las secciones 7.1, 7.2, 7.3, 7.5, 7.7 
y en la 7.9. En las secciones 7.4, 7.6, 7.8 y 7.10 se encuentran varias 
aplicaciones de la estructura del producto de interior. El capítulo ter- 
mina con un análisis de las formas cuadráticas y bilineales (sección 7.11). 

En el texto se encuentran también cinco apéndices. En los primeros 
cuatro se analizan respectivamente, conjuntos, funciones, campos y núme- 
ros complejos con el fin de repasar las ideas básicas que se desarrollan 
a través del libro. En apéndice E sobre polinomios se utiliza primor- 
dialmente en los capítulos 5 y 6, en especial en la sección 6.3. Se- ha 
preferido que esos apéndices no se analicen en forma independiente sino 
hacer referencia a ellos según se requiera. 

El siguiente diagrama muestra la dependencia entre los capítulos del 
libro. 




Ahora unas palabras finales, que creemos necesarias respecto a nues- 
tra notación. Las secciones indicadas con un asterisco (*) son opcionales 
y pueden omitirse si así lo considera el profesor. Todo ejercicio indicado 
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por el símbolo (t) no es opcional; lo usamos para identificar un ejer- 
cicio que será citado posteriormente en el texto. 

Agradecemos a Douglas E. Cameron (University of Akron), Ed- 
ward C. Ingraham de (Michigan State University), David E. Kullman 
(Miami University), Cari D. Meyer, Jr. (North Carolina State University) 
y Jean E. Rubín (Purdue University) por haber revisado el manuscrito 
completo del texto, así como también a nuestros colegas y estudiantes 
por las sugerencias y estímulos recibidos durante el periodo en el que se 
estaba desarrollando el manuscrito de esta obra. También hacemos men- 
ción especial a Miss Jana Gehrke y a Marilyn Parmantie por su ayuda 
en el trabajo de mecanografía, así como a Harry Gaines, lan List y al 
equipo de Prentice-Hall por su colaboración durante los procesos de pro- 
ducción. 

Normal, Illinois Stephen H. Friedberg 

Arnold J. Insel 
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Espacios vectoriales 



1.1 INTRODUCCION 

Muchas nociones físicas comunes, tales como las fuerzas, velocidades * y 
aceleraciones, involucran una magnitud (el valor de la fuerza, velocidad 
o aceleración) y una dirección. Cualquier entidad que involucre magni- 
tud y dirección se llama vector. Los vectores se representan por flechas 
en las que la longitud de ellas define la magnitud del vector, y la direc- 
ción de la flecha representa la dirección del vector. En la mayor parte 
de las situaciones físicas que involucran vectores, únicamente la magnitud 
y dirección del vector son significativas; consecuentemente, consideraremos 
a los vectores con la misma magnitud y dirección como iguales, indepen- 
dientemente de sus posiciones relativas. 

En esta sección se discutirá la geometría de los vectores, geometría que 
se deriva de los experimentos físicos que dan fe de la forma de inter- 
acción entre dos vectores. 

Muchas situaciones comunes sugieren que cuando dos vectores actúan 
simultáneamente en un punto, la magnitud del vector resultante (el vector 
obtenido sumando los dos vectores originales) no es necesariamente igual 
a la suma de las magnitudes de los dos vectores. Por ejemplo, un nadador 
que nada contra la corriente con una velocidad promedio de 3.2 km/h, 
siendo la velocidad de la corriente de 1.6 km/h, no avanzará con una 
velocidad promedio de 4.8 km/h. En este caso los movimientos del 
nadador y el de la corriente son contrarios y, por tanto, la velocidad pro- 
medio del nadador es únicamente de 1.6 km/h. Si, por el contrario, el 
nadador avanzara aguas abajo (a favor de la corriente), entonces su 
avance promedio sí sería de 4.8 km/h. 

Los experimentos muestran que los vectores se suman de acuerdo 
con la siguiente ley del paralelogramo. (Véase la fig. 1.1.) 



* La palabra “velocidad” está siendo utilizada* con su connotación científica, 
como una entidad que tiene magnitud y dirección. La magnitud de una velocidad 
(independientemente de la dirección del movimiento) se llama rapidez. 
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Ley del Paralelogramo para la Suma de Vectores . La suma de dos vectores x 
y y que actúan sobre un mismo punto P es el vector que , en el paralelo- 
gramo que tiene a x y y por lados adyacentes, se representa por la 
diagonal que parte de P. 



Como los lados opuestos de un paralelogramo son paralelos y de igual 
longitud, el extremo Q de la flecha que representa a x + y también se 
puede obtener permitiendo que x actúe sobre P y luego permitiendo que 
y actúe sobre el extremo de x; o, de la misma manera, puede ser obtenido 
permitiendo que primero actúe y sobre P y posteriormente que x actúe 
sobre el extremo de y. De este modo, dos vectores x y y que actúan sobre 
un punto P pueden ser sumados “cola con cabeza”; esto es, se puede 
aplicar cualquiera de los vectores x o y en P y un vector que tenga la 
misma magnitud y dirección que el vector restante puede ser aplicado 
entonces en el extremo del primero — el extreiqo de este segundo vector 
es el extremo de jc + y. 

La suma de vectores puede ser descrita algebraicamente mediante el 
uso de geometría analítica. En el plano que contiene a x y a y, introdúz- 
case un sistema de coordenadas con P por origen y sea (a l9 a 2 ) el extremo 
de x y (&!, h í2 ) el de y. Entonces, tal como lo muestra la figura 1.2, 
las coordenadas de Q , extremo de x + y, son (a x + b u a 2 + b 2 ). De aquí 
en adelante, cuando se haga referencia a las coordenadas del extremo de 
un vector, se considerará que el vector parte del origen. Mas aún, como un 
vector que principia en el origen queda completamente determinado por 




figura 1.2 
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las coordenadas de su punto extremo, nos referiremos algunas veces al 
punto x en vez de al extremo del vector x cuando x sea un vector que 
parte del origen. 

Además de la operación de suma de vectores existe otra operación 
natural que se puede realizar con los vectores — la longitud de un vector 
puede ser amplificada o reducida sin cambiar la dirección del vector. Esta 
operación, llamada multiplicación por un escalar, consiste en multiplicar 
un vector por un número real. Si el vector x está representado por una 
flecha, se tiene que para cualquier número real t > 0 el vector tx que- 
dará representado por una flecha que tiene la misma dirección de la 
flecha que representa a x pero su longitud será t veces mayor. Si / < 0, 
el vector tx quedará representado por una flecha cuya dirección sea 
opuesta a la de x y con una longitud de | / J veces la longitud de la flecha 
que representa a jc. Dos vectores no nulos x y y se denominan paralelos 
si y = tx para cualquier número real t no nulo. (Así, los vectores no nulos 
con direcciones iguales u opuestas, son paralelos.) 

Para describir algebraicamente la multiplicación por escalares, intro- 
dúzcase de nuevo un sistema de coordenadas en un plano que contenga 
al vector jc tal que jc parta del origen. Si el extremo de x tiene por 
coordenadas a (a u a>), entonces puede mostrarse fácilmente que las 
coordenadas del extremo de tx son (ta u ta>). (Véase el ejercicio 5.) 

Las descripciones algebraicas de la suma de vectores y de la multi- 
plicación de vectores por escalares en un plano, implican las siguientes 
propiedades para vectores arbitrarios x, y, y z y números reales arbitra- 
rios a y b: 

1. x + y = y + x. 

2. (x + y) 4- z - * + (y + z). 

3. Existe un vector llamado 0 tal que jc + 0 = x para todo vector x. 

4. Para cada vector jc existe un vector y tal que x 4- y = 0. 

5. 1 jc — jc. 

6. (ab) x = a(bx). 

7. a(x -f y) = ax 4- ay. 

8. (a + b)x = ax + bx. 

Argumentos semejantes a los antes mencionados muestran que estas 8 
propiedades, así como las interpretaciones geométricas de suma de vecto- 
res y multiplicación por escalares, son válidas para vectores que actúan 
en el espacio y no sólo en un plano. Utilizaremos estos resultados para 
escribir las ecuaciones de rectas y planos en el espacio. 

Considérese primero la ecuación de una recta en el espacio que pasa 
por dos puntos distintos P y Q. Sea O el origen de un sistema de coorde- 
nadas en el espacio y sean u y v los vectores que parten de O y terminan 
respectivamente en P y Q. Si w es el vector que principia en P y termina 
en Q , la suma “cabeza con cola” muestra que u + w — v y por tanto 
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w = v — u donde — u representa al vector ( — 1 )u. (Véase la fig. 1.3 
en donde el cuadrilátero OPQR es un paralelogramo.) Como un múltiplo 
de escalar w es paralelo a w, pero posiblemente de una longitud diferente 
a w , cualquier punto de la recta que une a P y Q se puede obtener como 
el extremo del vector que principia en P y que tiene la forma tw para 



P 




figura 1.3 



algún número real t. Recíprocamente, el extremo de cada vector de la 
forma tw que principia en P yace en la línea que une a P y Q. Luego, 
una ecuación de la recta que pasa por Py Q ts x — u + tw = u + t(v—u ), 
donde t es un número real y x es un punto arbitrario de la recta. Véase 
también que el extremo R del vector v - u de la fig. 1.3 tiene coorde- 
nadas iguales a la diferencia de las coordenadas de Q y P. 

Ejemplo. Encontremos la ecuación de la recta que pasa por los pun- 
tos P y Q de coordenadas ( — 2, 0, 1) y (4, 5, 3), respectivamente. 
El extremo R del vector que parte del origen y que tiene la misma direc- 
ción que el vector que principia en P y termina en Q , tiene como coor- 
denadas (4, 5, 3) — ( — 2, 0, 1) = (6, 5, 2). Lue'go, la ecuación buscada 
será: 

x- (-2, 0, 1) + /( 6, 5, 2). 

Ahora, sean P, Q y R tres puntos no colineales en el espacio. Estos 
puntos determinan un plano único cuya ecuación puede ser encontrada 
mediante el uso de nuestras anteriores observaciones sobre vectores. Sean 
u y v los vectores que parten de P y terminan, respectivamente, en Q y R. 
Obsérvese que cualquier punto del plano que contenga a P, Q y R es 
el extremo S de un vector * que principia en P y tiene la forma hu 4- Uv 
para cualquier par de números reales t x y t 2 . El extremo de t x u será el 
punto de intersección de la recta que pasa por P y Q con la recta que 
pasa por S y es paralela a la recta que pasa por P y R. (Véase fig. 1.4.) 
Un procedimiento análogo permitirá localizar Uv. 
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Mas aún, para cualquier par de números reales t x y í 2 , Uu + t 2 v es un 
vector ubicado en el plano que contiene a P, Q y R. Por lo tanto, la 
ecuación del plano que contiene a P, Q y R es 

X = p -f f iU -f 

donde h y U son números reales arbitrarios y x es un punto cualquiera 
del plano. 

Ejemplo. Sean P, Q y R puntos de coordenadas (1, 0, 2), ( — 3, —2, 4) 
y (1, 8, —5), respectivamente. El extremo del vector que parte del origen 
y tiene la misma longitud y dirección que el vector que va de P a Q es 
( — 3, —2, 4) — (1, 0, 2) = (—4, —2, 2); de la misma forma, el 
extremo del vector que parte del origen y tiene la misma longitud y 
dirección que el vector que va de P a R es (1, 8, —5) — (1, 0, 2) = 
= (0, 8, —7). Luego, la ecuación del plano que contiene a los tres 
puntos dados es 

x = (1, 0, 2) 4- /i ( — 4, -2, 2) + l 2 { 0, 8, -7). 

Cualquier estructura matemática que posea las ocho propiedades de 
la página 3 se llama “espacio vectorial”. En la sección siguiente defini- 
remos formalmente un espacio vectorial y consideraremos muchos ejem- 
plos de espacios vectoriales distintos a los antes mencionados. 



EJERCICIOS 



1 . Determinar si los vectores que parten del origen y terminan en los siguientes 
pares de puntos son paralelos. 

(a) (3, 1, 2) y (6, 4, 2) 

(b) (-3, 1, 7) y (9, -3, -21) 

(c) (5, -6, 7) y (-5, 6, -7) 

(d) (2, 0, -5) y (5, 0, -2) 
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2 . Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por los siguientes pares 
de puntos en el espacio. 

(a) (3, -2, 4) y (-5, 7, 1) 

(b) (2, 4, 0) y (-3, -6, 0) 

(c) (3, 7, 2) y (3, 7, -8) 

(d) (-2, -1, 5) y (3, 9, 7) 

3 . Encontrar las ecuaciones de los planos que contienen los siguientes puntos 
en el espacio. 

(a) (2, -5, -1), (0, 4, 6) y (-3, 7, 1) 

(b) (3, -6, 7), (-2, 0, -4) y (5, -9, -2) 

(c) (-8, 2, 0), (1, 3, 0) y (6, —5, 0) 

(d) (1, 1, 1), (5, 5, 5) y (-6, 4, 2) 

4 . ¿Cuáles son las coordenadas del vector 0 en el plano Euclidiano que satis- 
facen la condición 3 de la página 3. Demostrar que esta selección de coorde- 
nadas satisface la condición 3. 

5 . Demostrar que si el vector x parte del origen del plano Euclidiano y termina 
en el punto de coordenadas (a¡, a.), entonces el vector íx que parte del 
origen termina en el punto de coordenadas (ta u ta,). 

6 . Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se bisectan. 



7.2 ESPACIOS VECTORIALES 

Debido a que entidades tan diversas como las fuerzas que operan en un 
plano y los polinomios con coeficientes reales permiten definiciones natu- 
rales de suma y multiplicación por escalares que poseen las propiedades 
1 a 8 de la página 3, es evidente que se deban abstraer dichas propieda- 
des en la siguiente definición. 



Definición. Un espacio vectorial (o espacio lineal) V sobre un campo * F 
consiste de un conjunto en el que están definidas dos operaciones (llama- 
das adición y multiplicación por escalares, respectivamente), tal que para 
cualquier par de elementos x y y en V exista un elemento único x + y 
en V, y para cada elemento a en F y cada elemento x en V exista un 
elemento único ax en V, de manera que se cumplan las siguientes con- 
diciones: 



* Ver apéndice C. Sin embargo, con muy pocas excepciones, el lector puede 
interpretar Ja palabra “campo” como “campo de los números reales” (denotado 
por R) o “campo de los números complejos” (denotado por C). 
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(VS 1) Para toda x, y en V, x + y — y + x (conmutatividad de la 
adición). 

(VS 2) Para toda x, y, z en V, (x + y) 4- z = x + (y + z) (aso- 
ciatividad de la adición). 

(VS 3) Existe un elemento en V llamado O tal que x + O — x 
para toda x en V. 

(VS 4) Para cada elemento x en V, existe un elemento y en V tal 
que x + y = 0. 

(VS 5) Para cada elemento x en V, lx = x. 

(VS 6) Para cada par a, b de elementos en Y y cada elemento x 
en V, (ab)x = a(bx). 

(VS 7) Para cada elemento a en F y cada par de elementos x, 
y en V, a(x + y) = ax + ay. 

(VS 8) Para cada par de elementos a, b en F y cada elemento x 
en V, (a + b)x = ax -F bx. 

Los elementos x 4- y y ax se denominan , respectivamente , suma de x 
y y y el producto de a y x. 

Los elementos del campo F se llaman escalares y los elementos del 
espacio vectorial V se llaman vectores. El lector no debe confundir este 
uso de la palabra “vector” con la entidad física tratada en la sección 1.1; 
ahora, la palabra “vector” se utilizará para describir cualquier elemento 
de un espacio vectorial. 

Frecuentemente, un espacio vectorial será tratado en el texto sin men- 
cionar explícitamente su campo de escalares. El lector cuidará de recordar, 
sin embargo, que todo espacio vectorial debe considerarse como un espa- 
cio vectorial sobre un campo, el que se denotará por F. 

En el resto de la sección introduciremos diversos ejemplos importantes 
de espacios vectoriales que serán estudiados a través del texto. Obsérvese 
que al describir un espacio vectorial no sólo es necesario especificar los 
vectores, también las operaciones de suma y multiplicación por escalares. 

Un objeto de la forma (a u . . . , a n ), donde los valores o entradas 
ai son elementos de un campo F, se denomina n-dimensional * con 
valores de F. Dos «-dimensionales (a u . . . , a») y (b u . . . 9 b n ) se defi- 
nen como iguales si y sólo si a¿ = b, para i = 1, 2, . . . , n. 

Ejemplo 1. El espacio vectorial F n de «-dimensionales con valores de 
un campo F. 

El conjunto de todas las «-dimensionales con valores de un campo F 
forma un espacio vectorial, que denotaremos por F n , bajo las operaciones 
de suma y multiplicación coordinada (elemento a elemento); esto es, si 
x — (a u . . . , a n ) £ F n , y — (b u . . . , b n ) £ F n , y c £ F, entonces 

x + y = (a 1 + b u . . . , a n + b n ) y ex = (ca u . . . , ca n ). 

* N. del T. En algunos libros de álgebra lineal a los /^-dimensionales se 
les da el nombre de rc-adas, n-uplas, ^tupias y otros más, pero aquí preferiremos 
la citada denominación. 
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Por ejemplo, en R 4 



( 3 , - 2 , 0 , 5 ) + (- 1 , 1 , 4 , 2 ) - ( 2 , - 1 , 4 , 7 ) 



y 



- 5 ( 1 , - 2 , 0 , 3 ) = (- 5 , 10 , 0 , — 15 ). 



Los elementos de F n a menudo se escribirán como vectores columna: 



¡a,] 

W 



en vez de como vectores renglón ( a u . . . , a*). Puesto que un 1-dimen- 
sional con valor de F puede ser visto como elemento de F, escribiremos 
F en vez de F 1 para el espacio vectorial de los 1 -dimensionales de F. 

Una matriz de m x n con valores de un campo F es un arreglo rec- 
tangular de la forma 



/« 11 «12 ••• « 1 „\ 

«21 «22 • * • « 2 n 

'«wl «m2 • • • «mn' 



donde cada elemento a i} (l < i < m, 1 < / < n) pertenece a F. Los ele- 
mentos au, a¿ 2 , . . . , a in de la matriz anterior forman el i-ésimo renglón 
de la matriz y se considerarán a menudo como un vector renglón en F n , 
mientras que los elementos a lh a 2h ... , forman la columna j-ésima 
de la matriz y serán a menudo considerados como un vector columna 
en F m . La matriz de m x n en la que cada elemento es igual a 0 se deno- 
mina matriz cero. 

En este libro escribiremos las matrices con letras mayúsculas cursivas 
(p. ej., A, B y C) y denotaremos al elemento de la matriz A ubicado 
en el renglón i y la columna / por A ih Además, si el número de renglones 
es igual al número de columnas de una matriz, ésta se denominará cua- 
drada. 

Dos matrices de m x n, A y B se definen como iguales si y sólo 
si sus elementos correspondientes son iguales; esto es, si y sólo si 
Aij — Bij para 1 < i < m y 1 < j < n. 
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) Ejemplo 2. El espacio vectorial M mxn (F) de matrices m x n con valo- 
res de un campo F. 

El conjunto de todas las matrices de m x n con elementos de un cam- 
po F es un espacio vectorial, que denotaremos por M mxn (F), bajo las 
siguientes operaciones de suma y multiplicación por escalares: para A , 
B £ M mxll (F) y c£ F, 

(A + B)íj = Aij + Bu y (cA)ij = cAíj. 

Por ejemplo 




en M; 2 x3 (F). 

Ejemplo 3. El espacio vectorial 7(5, F) de todas las funciones de un 
conjunto 5 en un campo F. 

Sea 5 un conjunto no vacío y F cualquier campo, y sea 7(5, F) el 
conjunto de todas las funciones que van de 5 a F. Dos elementos f y g 
en 7(5, F) se definen como iguales si f(s) = g(s) para cada s £ S. 
El conjunto 7(S 9 F) es un espacio vectorial bajo las operaciones de 
suma y multiplicación por escalares definidas para /, g , £ 7(5, F) y 
c £ F por 

(/ + S)Cy) = f(s) + g(s ) y (c/) ( 5 -) = c[/(50] 

para cada s £ 5. Nótese que éstas son las operaciones normales de suma 
y producto por escalares utilizadas en cálculo. 

Un polinomio con coeficientes de un campo F es una expresión de 
la forma 



/(*) = OnX n + On-iX 71 - 1 + ... + OyX + tf 0 , 

donde n es un entero no negativo y a*, . . . , son elementos de F. 
Si /(x) = 0, esto es, si = . . . = a 0 — 0, entonces f(x) se llama el 
polinomio cero y se dice que el grado de f(x) es — 1; de otra forma, 
se define el grado de un polinomio como el mayor exponente de x que 
aparece en la representación 



/(*) “ OnX n + Onr-iX »- 1 + ... + 
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correspondiente a un coeficiente no nulo. Nótese que los polinomios de 
grado cero son funciones de la forma f(x ) — c para algún escalar c no 
nulo. 

Dos polinomios f(x) y g(x) son iguales si y sólo si tienen el mismo 
grado y los coeficientes de potencias iguales son iguales. 

Cuando F es un campo que contiene un número infinito de elementos, 
normalmente consideraremos un polinomio con coeficientes de F como 
una función de F en F. En este caso, el valor de la función 

f(x) m a n x n + an-ix n -' + . . . + a 0 

en c£ F es el escalar 

f(c) = a n c n + dn^c*- 1 + . . . + a 0 . 

Aquí, es posible utilizar cualquiera de las dos notaciones / o f(x) para 
la función polinomial 

f(x) = a n x n + an,-,x n l + . . . + a t >. 

Ejemplo 4. El espacio vectorial P (F) de todos los polinomios con coefi- 
cientes de un campo F. 

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes de un campo F 
es un espacio vectorial, que denotaremos por P(F), bajo las siguientes 
operaciones: 

Para 



y 



f(x) = a n x n + On-tX*- 1 + ... + a» 
g(x) = b n x n + frn- 1 ^ 1 + ... + feo 



en Pí/ 7 ) y c £F, 

(/ + #)(*) = (a. n + b n )x n + (On^i + fe n - i)^ n 1 + . . . H- (fl 0 + fe 0 ) 

y 

(cf) (x) = ca n x n + can-#*-' -f . . . + ca 0 . 

Veremos en el ejercicio 21 de la sección 2.4 que el espacio vectorial 
que abajo se define es esencialmente el mismo que P(F). 



Ejemplo 5. El espacio de todas las sucesiones finitas no nulas en un 
campo F. 
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Sea F cualquier campo. Una sucesión en F es una función <r de los 
enteros positivos en F. Como es usual, la sucesión o- tal que <r(n) — a* , 
se escribirá como { a n }. El espacio vectorial V de todas las sucesiones 
finitas no nulas en F está integrado por todas las sucesiones {an} en F 
que solamente tienen un número finito de términos no nulos a^. Si { a n } 
y { b n } son sucesiones en V y / £ F, entonces {a n } + {b n } es aquella 
sucesión {c n } en V tal que c n — On 4 - b n (n — 1, 2, . . .), y t{an) es 
aquella sucesión { d n } en V tal que d n = tOn(n = 1, 2, . . .). 

Nuestros dos ejemplos siguientes contienen conjuntos en los que están 
definidos una suma y un producto por escalares pero no se trata de 
espacios vectoriales. 

Ejemplo 6. Sea S — {(a u a ¿ ): a l9 a 2 £ R}. Para (a l9 a 2 ), (fe, fe) £ S 
y c£ R, se definen 



(a u a>) + (b u b l2 ) ~ ~ b 2 ) y c(ai, 02 ) = ( ca u ca¿). 

Como (VS 1), (VS 2) y (VS 8) no se cumplen, S no es un espacio 
vectorial bajo estas operaciones. 

Ejemplo 7. Sea S como en el ejemplo 6. Para (a u a 2 ), (b u b 2 ) £ S y 
c£ R, definimos 

(a u a 2 ) + (¿>i, fe) = ( a 2 + fe, 0) y cC^, « 2 ) = (c^, 0). 

Luego, bajo estas operaciones, S no es un espacio vectorial pues (VS 3) 
(y por tanto (VS 4)) y (VS 5) fallan. 

Esta sección concluirá con algunas de las consecuencias elementales 
de la definición de un espacio vectorial. 

Teorema 1.1 (Ley de cancelación para la suma vectorial). Si x, y y z son 

elementos de un espacio vectorial V tal que x + z = y 4- z, entonces 

x = y. 

demostración. Existe un elemento v en V tal que z + v- 0 (VS 4). 
Luego, jc — x + 0 = x+(z + v)^ (x + z) + v— (y + z)+v = y 
+ (z~rv) ~ y 0 ^ y por (VS 2) y (VS 3). ■ 

Corolario 1. El vector 0 descrito en (VS 3) es único. 

demostración. Ejercicio. 

Corolario 2. El vector y descrito en (VS 4) es único. 
demostración. Ejercicio. 
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El vector 0 descrito en (VS 3) se llama vector cero de V, y el vec- 
tor y descrito en (VS 4) (esto es, el vector único tal que x + y = 0) 
se llama el inverso aditivo de x y se denota por —x. 

El siguiente resultado contiene algunas de las propiedades elementales 
de la multiplicación por escalar. 

Teorema 1.2 En cualquier espacio vectorial V, son verdaderos los siguientes 
enunciados: 

(a) Ox — 0 para toda x £ V. 

(b) ( — a)x = — (ax) para toda a(E F y toda x £ V. 

(c) aO = 0 para toda a £ F. 

demostración: 

(a) Por (VS 8), (VS 1) y (VS 3) se tiene que 

Ox + Ojc = (0 + 0)x 7 = Ox = 0 + Ox. 

Por tanto, Ox — 0 por el Teorema 1.1. 

(b) El elemento — (ax) es el único elemento de V tal que 
ax + [— (ax)] = 0. Si ax + ( — a)x — 0, el corolario 2 anterior impli- 
caría que (—a)x——(ax). Pero por (VS 8), ax + (— a)x = [a + 
+ (— a)]x — 0*, y así ax -f (— a)x = Ox = 0 por (a). Entonces, 
(-a)x = — (ax). 

La demostración de (c) es semejante a la demostración de (a). | 

EJERCICIOS 

1. Determinar si las siguientes expresiones son falsas o verdaderas. 

(a) Todo espacio vectorial contiene un vector cero. 

(b) Un espacio vectorial puede tener más de un vector cero. 

(c) En cualquier espacio vectorial ax — bx implica que a = b. 

(d) En cualquier espacio vectorial ax ~ ay implica que x = y. 

(e) Un elemento de F n puede ser considerado como un elemento de 
M inxl (F). 

(f) Una matriz de m x n tiene m columnas y n renglones. 

(g) En P(F) sólo se pueden sumar polinomios del mismo grado. 

(h) Si / y g son polinomios de grado n, entonces / + g es un polinomio 
de grado n. 

(i) Si / es un polinomio de grado n y c es un escalar no nulo, entonces 
cf es un polinomio de grado n. 

(j) Un elemento no nulo de F puede considerarse como un elemento de 
P(F) de grado 0. 
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(k) Dos funciones en 7(S, F ) son iguales si y sólo si toman los mismos 
valores en cada punto de S. 

2 . Escribir el vector nulo de AA 3x4 (F). 

3. Si 




¿cuáles son M 13 , M 21 y M^ 2 ? 

4 . Realizar las operaciones indicadas. 

(a) /2 5 -3\ / 4 -2 5\ 

\1 0 l) y — 5 3 2) 

(b) /-6 4\ /7 — 5\ 

( \~i) + (; -?) 



(c) 4/2 5 — 3\ 

V 0 V 




(e) (2x* - Ix 3 + 4x + 3) + ( 8x 3 + 2a: 2 - 6jc + 7) 

(f) (-3JC 3 + lx 2 + 8a: - 6) + ( 2* 3 - 8jc + 10) 

(g) 5(2x 7 - ó* 4 + 8 a: 2 - 3a:) 

(h) 3 (a: 5 - 2a: 3 + 4jc + 2) 

Los Ejercicios 5 y 6 muestran por qué las definiciones de suma y multiplica- 
ción por escalares de matrices (como se definen en el ejemplo 2) son las ade- 
cuadas. 

5. Richard Gard (Efectos de los castores en las truchas en Sagehen Creek, 
California. J . Wildlife Management , 25 , 221-242) reporta el siguiente núme- 
ro de truchas que atravesaron las represas de castores en Sagehen Creek: 



Cruces a contracorriente 

Otoño Primavera Verano 



Trucha arroyo 
Trucha arcoiris 
Trucha café 



8 

3 

3 



3 

0 

0 



1 

0 

o 
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Cruces a favor de la corriente 





Otoño 


Primavera 


Verano 


Trucha arroyo 


9 


1 


4 


Trucha arcoiris 


3 


0 


0 


Trucha café 


1 


1 


0 



Registrar los cruces a contracorriente y a favor de la corriente como 
datos en dos matrices de 3 x 3 y verificar que la suma de las dos matri- 
ces da el número total de cruces (a contracorriente y a favor) categorizada 
por especie de trucha y por estación. 

6 . Al final de mayo, un almacén de muebles tenía el siguiente inventario: 





Americano 
tradicional Español 


Medite- 

rráneo 


Danés 


Conjuntos de sala 


4 


2 


1 


3 


Conjuntos de alcoba 


5 


1 


1 


4 


Conjuntos de comedor 


3 


1 


2 


6 



Registrar estos datos como una matriz M de 3 x 4. Con el fin de prepa- 
rarse para su venta de junio, el almacén decidió duplicar su inventario de 
cada uno de los rubros anteriores. Suponiendo que nada de la mercancía 
en inventario se vende hasta que los pedidos de muebles adicionales lleguen, 
se verifica que el inventario disponible después de recibir el pedido estará 
dado por la matriz 2Af. Si el inventario al final de junio queda dado por 
la matriz 

/ 5 3 1 2\ 

A — ¡6 2 1 5 > 

\l 0 3 3/ 

interpretar 2 M — A. ¿Cuántos conjuntos se vendieron durante la venta de 
junio? 

7. Sea 5 = (0, 1) y F ~ R, el campo de los números reales. En 7(5, R), 

demostrar que / - g y / + g = h donde f(x ) - 2jc + 1, g(x ) = 1 + 4x - 

-2x\ y h(x) = 5* + 1. 

8. Demostrar que en cualquier espacio vectorial V, (a + b)(x + y) : =ax + 

+ ay + bx + by para toda x, y £ V y cualquier a, b £ F. 

9 . Demostrar los Corolarios 1 y 2 del Teorema 1.1 y el Teorema 1.2(c). 

10 . Sea V el conjunto de todas las funciones diferenciales de valores reales 
definidas sobre la recta de los reales. Demostrar que V es un espacio vecto- 




Espacios vectoriales 



15 



rial bajo las operaciones de suma y multiplicación por escalares definidas 
en el ejemplo 3. 

Sea V — {0} que conste de un único vector 0 y defínase 0 + 0 — 0 y 
c0 ~ 0 para cada c de F. Demostrar que V es un espacio vectorial sobre 
F(V se llama el espacio vectorial cero). 

Una función de valor real definida sobre la recta de los reales se llama 
función par si f(—x) = f(x) para todo número real x. Demostrar que el 
conjunto de las funciones par definidas en la recta de los reales, con las 
operaciones de suma y multiplicación por escalares definidas en el ejem- 
plo 3, es un espacio vectorial. 

Sea V el conjunto de pares ordenados de números reales. Si (a u a 2 ) 
y (b u b>) son elementos de V y c es un elemento de F, se definen 

(a u a>) -f (fri, b>) = (ai + b u a 2 b 2 ) y c(ai, a 2 ) — (caí, a-). 

¿Es V un espacio vectorial bajo esas operaciones? Verifique su respuesta. 

Sea V = ( (a u . . . , On ) : a¡£ C para i — 1, 2, ... , n). ¿Es V un espacio 
vectorial sobre el campo de los números reales con las operaciones de suma 
y multiplicación con correspondencia de elementos? 



Sea V = {(a u . . . , a n ) : a¡ £ R para i ~ 1, 2, ... , n). ¿Es V un espacio 
vectorial sobre el campo de los números complejos bajo las operaciones de 
suma y multiplicación con correspondencia de elementos? 



Sea V = {(ai, a 2 ): a u a 2 £ R). Para (a u a>), (b u b 2 ) £ V y c£ R, defí- 
nase 

(ai, a>) + (b u b>) = (a, + b u a 2 + b>) 



f(0, 0) 



si c = 0 



c(a u a 2 ) 



^ca 2 , si c^O. 



¿Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones? Justifique su respuesta. 



Sea V — {(ai, a,): a u a>£ C }. Para (aj, a 2 ), (b u b>) £ V y c£ C, de- 

fínase 



(a u a 2 ) + (b T , b < ) — ( a x + 2 b u a z + 3 b¿) y c(a u a¿) — (ca u ca 2 ). 

¿Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones? Justifique su respuesta. 
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18. Sea V — {(a u a 2 ): a u a 2 £ F}, donde F es un campo arbitrario. Defí- 
nase la suma de los elementos de V elemento a elemento, y para c£ F 
y Oí, a 2 ) £ V, defínase 

c(a l9 a>) = (a u 0). 

¿Es V un espacio vectorial bajo estas operaciones? Justifique su respuesta. 

1.3 SUBESPACIOS 

Normalmente, en el estudio de cualquier estructura algebraica es intere- 
sante examinar subconjuntos que tengan la misma estructura que el con- 
junto que esté siendo considerado. Así, la noción apropiada de subestructu- 
ra para espacios vectoriales se introduce en esta sección. 

Definición. Un subconjunto W de un espacio vectorial V sobre un campo F 
se llama un subespacio de V si W es un espacio vectorial sobre F, bajo 
las operaciones de suma y multiplicación por escalares definidas en V. 

En cualquier espacio vectorial V, es de hacer notar que V y {0} son 
subespacios. Este último se denomina el subespacio cero de V. 

Afortunadamente, no es necesario verificar todas las condiciones sobre 
espacios vectoriales con el objeto de demostrar que un subconjunto W 
de un espacio vectorial V es en realidad un subespacio. Como se sabe, 
las condiciones (VS 1), (VS 2), (VS 5), (VS 6), (VS 7) y (VS 8) se 
satisfacen para los elementos de V, las cuales, automáticamente se cumplen 
también para los elementos de un subconjunto V. Entonces, un sub- 
conjunto W de V es un subespacio de V si y sólo si las siguientes cuatro 
condiciones se satisfacen: 

1. x + y £ W siempre y cuando x £ W y y £ W. 

2. ax £ W siempre que a £ F y x £ W. 

3. El vector cero de V pertenece a W. 

4. El inverso aditivo de cada elemento de W pertenece a W. 

En realidad, la condición 4 es redundante, como lo muestra el siguiente 
teorema. ^ 

Teorema 1.3 Sea V un espacio vectorial y W un subconjunto de V. Entonces , 
W es un subespacio de V si y sólo si se satisfacen las tres condiciones 
siguientes: 

(a) 0£W. 

(b) x + y £ W siempre que x £ W y y £ W. 

(c) ax £ W siempre que a £ F y x £ W. 
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demostración. Si W es un subespacio de V, entonces W es un espacio 
vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicación por escalares defi- 
nidas en V. Tenemos entonces que se cumplen las condiciones (b) y (c), 
y existe un elemento 0' £ W tal que jc + 0' = jc para toda ^W. Pero 
también x -f 0 = x, y por tanto 0 r — 0 por el Teorema 1.1. Luego enton- 
ces, también se satisface la condición (a). 

Recíprocamente, si se satisfacen las condiciones (a), (b) y (c), la 
exposición que precede a este teorema muestra que W puede ser un 
subespacio de V si el inverso aditivo de cada elemento de W pertenece 
a W. Pero si W, entonces ( — I)* pertenece a W por la condición 
(c), y ~x = (~ 1)* por el Teorema 1.2. De aquí que W sea un subes- 
pacio de V. ■ 

El teorema anterior proporciona un método sencillo para determinar 
si un subconjunto dado de un espacio vectorial es o no realmente un 
subespacio. En general, este resultado es el que se emplea para demostrar 
que un cierto subconjunto es un subespacio. 

La transpuesta M * de una matriz M de m x n es la matriz d e n x m 
obtenida a partir de M mediante el intercambio de renglones con colum- 
nas; esto es (Af*)i; = Por ejemplo, 




Una matriz simétrica es una matriz M tal que M l = M. Evidentemente, 
una matriz simétrica debe ser cuadrada. El conjunto W de todas las matri- 
ces simétricas en M !nxn (F) es un subespacio de M nxn (F) ya que se satis- 
facen las condiciones del Teorema 1.3: 

(a) La matriz cero es igual a su transpuesta y, por tanto, pertene- 
ce a W. 

Puede probarse fácilmente que para matrices A y B y para escalares a 
y b cualesquiera, (aA + bB) f = aA f ~r bB f . (Ver el ejercicio 3.) Usando 
este hecho, se pueden establecer fácilmente las condiciones (b) y (c) 
del Teorema 1.3 de la manera siguiente: 

(b) Si A £ W y B £ W, entonces A = A t y B = B x . Ahora bien, 
(A + B) f — A 1 + B f — A + £, de manera que A + B 6 W. 

(c) Si A £ W, entonces A t — A. Luego, para toda a£ F, (aA) f = 
— aA f ~ aA. Y así aA £ W. 

Los siguientes ejemplos proporcionan más ilustraciones del concepto 
de subespacio. Los primeros tres son particularmente importantes. 
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Ejemplo 8. Las matrices diagonales en M nxll (F). 

Sea Ai una matriz de n x n. La diagonal (principal) de M consta de 

los términos M lu M 22 , . . . , M nn . Una matriz D de n x n se llama matriz 

diagonal si todos los valores que no se encuentren sobre la diagonal de D 
son nulos, esto es, si Z) ¡; = 0 para toda i^j. El conjunto de todas las 
matrices diagonales en M in><11 (F) es un subespacio de M nx>n (F). 

Ejemplo 9. Los polinomios de grado menor o igual a n. 

Sea n un entero no negativo y sea P, n (F) un conjunto que consista 

de todos los polinomios en P(F) que tengan grado menor o igual a n. 

(Nótese que el polinomio nulo es un elemento de P n (F) pues su grado 
es —1.) Luego entonces, P n (F) es un subespacio de P(F). 

Ejemplo 10. Las funciones continuas de valores reales definidas en el 
eje de los reales R. 

El conjunto C (R) formado por todas las funciones continuas de valor 
real definidas en R es un subespacio de F(F, R ), donde ?(/?, R) es tal 
como se definió en el ejemplo 3. 

Ejemplo 11. La traza de una matriz M de n x n, denotada por tr(AÍ), 
es la suma de los valores de M ubicados en la diagonal; esto es, tr(M) 

= Afu 4- M 2 , -f . . . + M nn . El conjunto de todas las matrices de n x n 
que tienen una traza igual a cero es un subespacio de AA nxln (F). (Ver el 
ejercicio 6.) 

Ejemplo 12. El conjunto de matrices en AA mxn (F) que únicamente ten- 
gan elementos no negativos no es un subespacio de M Illx[n (F) ya que no 
se cumple la condición (c) del Teorema 1.3. 

Los dos teoremas siguientes proporcionan métodos para formar subes- 
pacios a partir de otros subespacios. 

Teorema 1.4 Cualquier intersección de subespacios de un espacio vectorial V 
es un subespacio de V. 

demostración. Sea e un conjunto de subespacios de V y sea W la inter- 
sección de todos los subespacios en C. Como cada uno de los subespacios 
contiene al vector cero, 0 £ W. Sean a £ F y jc, y elementos de W; enton- 
ces x y y son elementos de cada subespacio en C. De aquí concluimos que 
x + y y ax son elementos de cada subespacio en 6 (porque la suma de 
vectores en un subespacio y el producto de un escalar y un vector del 
subespacio, ambos pertenecen a ese subespacio). Entonces x + y£ W 
y ax £ W; luego entonces W es un subespacio de acuerdo con el Teore- 
ma 1.3. ■ 
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Habiendo demostrado que la intersección de subespacios es un subes- 
pacio es lógico considerar la cuestión de si la unión de subespacios es 
o no un subespacio. Se puede ver fácilmente que la unión de subespacios 
debe satisfacer las condiciones (a) y (c) del Teorema 1.3 pero no nece- 
sariamente satisface la condición (b). De hecho, se puede demostrar de 
inmediato (ver ejercicio 18) que la unión de dos subespacios es un subes- 
pacio si y sólo si uno de los subespacios es un subconjunto de otro. Es 
normal, sin embargo, pensar que debería de existir un método para combi- 
nar ambos subespacios W x y W. para obtener un subespacio mayor (o 
sea, uno que contenga a W, y a W 2 ). Como sugerimos anteriormente, 
la clave para encontrar tal subespacio es la condición (b) del Teorema 
1.3. Esta observación sugiere que debiéramos considerar la “suma” de 
dos subespacios (como se define a continuación). 

Definición. Si S¡ y S 2 son dos subconjuntos no vacíos de un espacio vectorial V, 
entonces la suma de Sj y S 2 , que se expresa como S x + S 2 , es el conjunto 
{x -f y: x £ S, y y £ S 2 }. La suma de cualquier número finito de subcon- 
juntos no vacíos de V, S x , . . . , S n , se define análogamente como el con- 
junto 



Sj 4- . . . + S n = {xi 4 . . . + x n : Xi £ S¡ para i = 1, 2, . . . , n}. 

Teorema 1.5 Si W x y W 2 son subespacios de un espacio vectorial V, entonces 
Wi 4 W 2 es un subespacio de V. 

demostración. Sean W, y W 2 subespacios de V. Como 0 £ W x y 
0 £ W 2 , 0 = 0 4 0 £ Wj + W 2 . Sea a £ F y x , y £ W x 4 W 2 ; entonces 
existirá x u y x £ W x y x 2y y-¿ £ W 2 tales que x = jc x + x 2 y y = y x 4 y 2 . 
Ahora bien, 



x + y (jtj 4 x¿) 4- (yi 4 y 2 ) — ( 4 yO 4- (x 2 4- y 2 ) 



es un elemento de \N 1 4 W 2 ya que x Y 4 y x £ W x y * 2 4 y 2 £ W 2 , y 
ax = a(x Y 4 x 2 ) = ax y 4 ax * 

es un elemento de Wj 4 W 2 ya que ax x £ W x y ax> £ W 2 . Luego enton- 
ces Wj 4 W 2 es, por el Teorema 1.3, un subespacio de V. ■ 

Corolario. La suma de cualquier número finito de subespacios de V es un 
subespacio de V. 

Una clase especial de suma jugará un papel importante en los capítulos 
siguientes. Introduciremos un caso especial de’ este concepto en la siguiente 
definición. 
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Definición. Se dice que un espacio vectorial V es la suma directa de W x y W 2 , 
expresada como V = W x 0 W 2 , « y W 2 son subespacios de V to/e5 
que W x H W 2 = {0} y W x + W 2 = V. 

Ejemplo 13. Sea W x = {(ar, 0): a£ F] y W 2 — {(0, b ): b£F}. 
Luego, F 2 ~ Wi 0 W 2 . 

Ejemplo 14. Una función g de valor real definida en R se llama función 
par si g(—x) — g(x) para toda jc£jR y se llama función impar si 
g( — x) = — gO) para toda *£/L Sean W x y W 2 , respectivamente, los 
conjuntos de todas las funciones pares e impares en J(R , R). 

Demostraremos que J(R, R) = W x 0W 2 . Puede verse fácilmente que 
W x y W 2 son subespacios de 7(F, R). (Ver Ejercicio 19.) Supóngase que 
g £ Wi n W 2 ; entonces g es al mismo tiempo una función par e impar. 

Así g( — x) = g(*) y g(— ;t) = — g(*) para cada x £ R y, por lo tanto, 

g es la función cero. Por lo tanto, W x n W 2 — {0}. Sea /£?(/?, R), y 
defínase g, h £ J(R , F) como g(x) = í[/(jc) +/(— x)] y b(x) = 
— H/(*) “ /( — jc) ]. Entonces g es una función par y b es una función 
impar tales que f — g + h. De aquí que / £ W x + W 2 . Como / es un 
elemento arbitrario de 7(R, R ), se tiene que J(R, R) — W x + W_>. Esto 

es, R) es la suma directa de y W 2 . 

Si W x y W 2 son subespacios de un espacio vectorial V tales que 
Wi 4- W ;2 = V, entonces, cada elemento de V puede expresarse como la 
suma de un elemento x x en W- x y un elemento x 2 en W 2 . Es posible que 
puedan existir muchas representaciones semejantes, es decir, que x x y x-¡ 
no sean únicas. Por ejemplo, si 



y 



W x = { (¿ü!, a 2 , a 3 ) £ F 3 : a 3 = 0} 



W 2 = {(a x , a 2 , a 3 ) £ F 3 : a x = 0}, 



claramente W x 4- W 2 = F 3 . De hecho, para cada c£ F, (b x , b 2 , b 3 ) = 
= (bi, b 2 4- c, 0) 4- (0, — c, b 3 ) es una representación de (b x , b 2 , b 3 ) 
como la suma de un elemento (b x , b, 2 + c, í)) en W x y un elemento 
( 0 , — c, b 3 ) en W 2 . Así, en este ejemplo la representación de los elemen- 
tos de F 3 como las sumas de un elemento en W x y un elemento en W 2 
no es única. Nuestro próximo resultado determina cuándo existe este tipo 
de unicidad. 

Teorema 1.6 Sean W x y W 2 subespacios de un espacio vectorial V. Entonces 
V es la suma directa de W x y W 2 si y sólo si cada elemento de V puede 
ser escrito de manera única como x x 4- x 2 , donde x x £ W x y x 2 £ W 2 . 

demostración. Supóngase que V = W x 0 W 2 . Como V = W x 4- V' , 
cada elemento de V puede ser expresado como la suma de vectores en W a 
y W 2 . Supóngase que algún elemento z en V puede ser escrito como 
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z — Xi + x 2 y también como z = y x + y 2 \ donde x l9 y x £ \N X y x>, y 2 £ W 2 . 
Entonces, x t -h x 2 — y x 4- y 2 y así x x ~ y l — y, — x > . Ahora bien, x 1 — 
~~ y-i € puesto que x 1 y y x son elementos de W 1? y análogamente 
~ x - € W, 2 . Pero como Xi — = y 2 ~ x> se deduce que x x — y 1 = 

= y-> - € Wj n w 2 = {6>}. 

Por lo tanto, — y x = y 2 — x 2 — 0, y así x, = y x y jc 2 = y 2 , lo que 
demuestra la unicidad de la representación de z como la suma de un ele- 
mento de W, y un elemento de W 2 . 

La demostración de la proposición recíproca se deja al lector como 
ejercicio. | 



EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. 

(a) Si V es un espacio vectorial y W es subconjunto de V que es también 
un espacio vectorial, entonces W es un subespacio de V. 

(b) El conjunto vacío es un subespacio de todo espacio vectorial. 

(c) Si V es un espacio vectorial distinto del espacio vectorial cero {0}, 
entonces V contiene un subespacio W tal que W =£ V. 

(d) La suma de dos subconjuntos cualesquiera de V es un subespacio 
de V. 

(e) Una matriz diagonal rt x n no puede tener más de n términos no 
nulos. 

(f) La traza de una matriz cuadrada es el producto de sus términos que 
se encuentran sobre la diagonal. 

2 . Determinar la transpuesta de cada una de las siguientes matrices. Además, 

si la matriz es cuadrada, calcular su traza. 




(c) 




(e) (1, -1, 3, 5) 



(g) 




3. Demostrar que ( aA -r bB ) l — aA f + bB 1 para toda A, B £ M mx<n (F) y 
toda a, b £ F. 
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4 . Demostrar que ( A t ) t = A para toda /I 6 M mxn (F). 

5. Demostrar que /I + A 1 es simétrica para cualquier matriz cuadrada A. 

6 . Demostrar que tr (aA + bB) = atr(/l) + fctr(fí) para toda A y 

Be M^ n (F). 

7. Demostrar que las matrices diagonales son matrices simétricas. 

8 . Verificar que los siguientes conjuntos son subespacios de R 3 bajo las opera- 
ciones de suma y multiplicación por escalares definidas en R 3 . 



(a) 


W, = {(ai. 


« 2 , a 3 ) € R 3 : 


a x — 3 a¿ y a 3 = 


-a 2 } 


(b) 


W 2 = {(ai. 


a¿, a 3 ) € R 3 : 


2a x + a 2 ~h 5a 3 - 


= 0} 


(c) 


W 3 = {(a„ 


a>, a 3 ) € R 3 : 


a x 4a 2 a 3 — 


0} 



9. Sean W l9 W 2 , y W 3 como en el ejercicio 8. Describir W x n W 2 , W 2 fl W 3 , 

y Wj D W 3 y obsérvese que cada una es subespacio de R 3 . 

10. Verificar que W x = {(a x , . . , a n ) £ F u : a x 4* . . . 4- a n — 0} es un subes- 
pacio de F n pero que W 2 — {(a x , . . . , a») € F u : a x + . . . + On — 1} no 

lo es. 

11. ¿Es el conjunto W — {/ £ P(F): / = 0 o / tiene gradó n } un subes- 

pacio de P(F) si n > 1? Justifique su respuesta. 

12. Una matriz A de m x n se llama triangular superior si todos los términos 
ubicados por debajo de la diagonal valen cero, esto es, A u = 0 siempre 
que i > /. Verificar que las matrices triangulares superiores forman un sub- 
espacio de M mxln (F). 

13. Verificar que para cualquier £ S, W = {/£ FCS, F) : /(j-o) = 0} es un 

subespacio de ?(S, F). 

14. ¿Es el conjunto de todas las funciones diferenciales de valores reales defi- 
nidas en R un subespacio de C(F)? Justifique su respuesta. 

15. Sea C n (R) el conjunto de todas las funciones de valor real definidas en 
la recta de los reales que tiene una derivada a-ésima continua (y, por tanto, 
derivadas continuas de orden 1, 2, . . . , n). Verificar que C n (R) es un 
subespacio de 7(R, R). 

16. Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subes- 
pacio de V si y sólo si W^0 y ax £ W y x + y £ W siempre que 
a £ F y x, y £ W. 

17. Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subes- 
pacio de V si y sólo si 0 £Wyax + y£W siempre que a £ F y x, y £ W. 
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18. Sean W 2 y W 2 subespacios de un espacio vectorial V. Demostrar que 
Wi'U W¡ 2 es un subespacio de V si y sólo si W x C W 2 o W 2 C W a . 

19 . Sean F x y F 2 campos. Una fimción g £ 7(F 1? F 2 ) se llama función par si 
g( — x) = g(*) para toda x£ F t y se llama función impar si g( — jc) = 
= —g(x) para toda jc£ F^ Demostrar que el conjunto de todas las fun- 
ciones pares en F(F a , F 2 ) y el conjunto de todas las funciones impares en 
$(F U F 2 ) son subespacios de y(F l9 F e ). 



20 . Mostrar que F n es la suma directa de los subespacios 



y 



Wi = {( a u . . . , On) £ F n : a» = 0} 



W 2 — { (a l9 . . . , a„) £ F n : a t = ... = On^ = 0). 



21 . Sea Wi el conjunto de polinomios f en P(F) tales que f(x ) = 0 o, en la 
representación 

/(*) = OnX n + On^X *- 1 + . . . + ü 0 , 

los coeficientes ao, Q>, a A , ... de todas las potencias pares de x son iguales 
a cero. Análogamente, sea W 2 el conjunto de todos los polinomios g en 
P(F) tales que g(x) = 0 o, en la representación 

g(x) = bnx™ + b m . lX ^ + . . . + feo, 

los coeficientes b ly b 3y b 5 , . . . de todas las potencias impares de x son 
iguales a cero. Demostrar que P(F) = W a 0 W 2 . 

22. Sea W x = {A £ M mxn (F): A xi = 0 cuando i > /} y W 2 = {A £ AA mxttl (F): 

— 0 cuando i < /}. (W* es el conjunto de las matrices triangulares supe- 
riores definidas en el ejercicio 12.) Demostrar que M mxn (F) = Wi®W,. 

23 . Sea V el espacio vectorial formado por todas las matrices triangulares supe- 

riores de n x n (como se definieron en el ejercicio 12), y sea Wi el 
subespacio de V formado por todas las matrices diagonales. Demostrar que 
V = Wj 0 W,>, donde W 2 — {A £ V: A i} = 0 cuando i < /}. 



24 .* Demostrar que si W es un subespacio de V y jc lf . . . , x n son elementos 
de W, entonces a x x Y + . . . -f a n x n es un elemento de W para cualesquie- 
ra escalares a x , . . . , a n en F. 



25 . Una matriz M se llama antisimétrica si M l — — M. Evidentemente una 
matriz antisimétrica es cuadrada. Demostrar que el conjunto de todas las 
matrices antisimétricas de n x n es un subespacio W l de M llxn (F). Sea 
W 2 el subespacio de M axu (F ) consistente de las matrices simétricas de 
n x n. Demostrar que M „ X11 (F) = ® W... 

* En otras secciones del libro haremos referencia a los problemas marcados 
con asterisco (*). 
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26. Sea W t = {A £ M nxn (F) : = 0 cuando i < /} y sea W 2 el conjunto 

de matrices simétricas de n x n. W t y W 2 son ambos subespacios de 
Maxn (F). Demostrar que M nxn (F) = Wi 0 W 2 . Compárense los ejerci- 
cios 25 y 26. 

27. Demostrar el corolario del Teorema 1.5. 

28. Completar la demostración del Teorema 1.6. 

29. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V sobre un campo F. Para 
toda v£V el conjunto {v}+W = {v + w: h>€W} se llama co-conjun- 
to de W que contiene a v. Es frecuente expresar este co-conjunto como 
vi W en vez de {v} + W. Demostrar lo siguiente: 

(a) v + W es un subespacio de V si y sólo si v£ W. 

(b) Vi + W = v 2 + W si y sólo si v t — v a £ W. 

La suma y el producto por elementos de F puede definirse en el conjunto 
S = {v + W: v£ V} de todos los co-conjuntos de W como sigue: 

(Vi + W) + ( V¿ + W) = (Vi + Vi) + W 



para toda v,, v-_, £ V y 

a{v + W) = av + W 



para toda v £ V y a £ F. 

(c) Demostrar que las operaciones anteriores están bien definidas; es 
decir, mostrar que si Vi + W — v'j + W y v 2 + W = v' 2 + W, en- 
tonces 

( Vl + W) + Oí + W) = (v; + W) + O' + W) 



y 

aOx + W) = a(V + W) 
para toda a£ F. 

(d) Demostrar que el conjunto S es un espacio vectorial bajo las opera- 
ciones definidas anteriormente. Este espacio vectorial se llama espacio 
cociente de V módulo W y se expresa mediante V/W. 



1.4 COMBINACIONES LINEALES Y SISTEMAS 
DE ECUACIONES LINEALES 

En la sección 1.1 se mostró que la ecuación del plano que pasa por tres 
puntos no colineales P, Q y R en el espacio es x = P + t¡u + Pv, donde 
u y v son los vectores que parten del origen y terminan, respectivamente, 
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en Q y R, y t x y t 2 san números reales cualesquiera. Un caso especial 
importante ocurre cuando P es el origen. En este caso la ecuación del 
plano se simplifica a x ~ t x u + t,v, y el conjunto de todos los puntos conte- 
nidos en este plano es un subespacio de R 3 . (Esto se demostrará como 
el Teorema 1.7 de esta sección.) Expresiones de la forma t x u + t 2 v donde 
U y son escalares y u y v vectores, juegan un papel primordial en la 
teoría de los espacios vectoriales. La generalización apropiada de tales 
expresiones se expresa en la siguiente definición. 

Definición. Sea V un espacio vectorial y S un conjunto no vacío de V. Se dice 
que un vector x de V es una combinación lineal de elementos de S, si 
existe un número finito de elementos y u . . . , y n en S y escalares a^ . . . , a n 
en F tales que x = a^i + . . . + a^y^. En este caso , es común decir que 
x es una combinación lineal de y l9 ... 9 y n . 

Obsérvese que en cualquier espacio vectorial V, Ojc = 0 para toda 

V. Luego, el vector cero es una combinación lineal de cualquier sub- 
conjunto no vacío de V. 

Ejemplo 15. La tabla 1.1 muestra el contenido vitamínico de 100 gra- 
mos de 12 alimentos con respecto a vitaminas A, B x (tiamina), B 2 (ribo- 
flavina), niacina y C (ácido ascórbico). 



TABLA 1.1 Contenido de vitaminas 


de 100 


gramos de 


algunos alimentos 




A 

(unida 


- *1 


B, 


Niacina 


c 




des) 


(mg) 


(mg) 


(mg) 


(mg) 


Compota de manzana 


0 


0.01 


0.02 


0.2 


2 


Manzanas frescas (recién cortadas) 


90 


0.03 


0.02 


0.1 


4 


Dulce relleno de coco y cubierto de 












chocolate 


0 


0.02 


0.07 


0.2 


0 


Almejas (únicamente la carne) 


100 


0.10 


0.18 


1.3 


10 


Pastel de molde de masa 


0 


0.05 


0.06 


0.3 


0 


Féculas cocidas (no enriquecidas) 


(0)* 


0.01 


0.01 


0.1 


(0) 


Jaleas y conservas 


10 


0.01 


0.03 


0.2 


2 


Tarta de natillas de coco (horneada 












con harina) 


0 


0.02 


0.02 


0.4 


0 


Arroz café crudo 


(0) 


0.34 


0.05 


4.7 


(0) 


Salsa de soya 


0 


0.02 


0.25 


0.4 


0 


Spaghetti horneado (no enriquecido) 


0 


0.01 


0.01 


0.3 


0 


Arroz silvestre crudo 


(0) 


0.45 


0.63 


6.2 


(0) 



* Los ceros entre paréntesis indican que la cantidad de vitamina presente es 
casi nula o demasiado pequeña para medirse. 



fuente: Composición de alimentos (Manual 'de Agricultura Número 8) por Berni- 

ce K. Watt y Annabel L. Merrill. División de Investigación de ja Economía y Ali- 
mentación del Consumidor, Departamento- de Agricultura de los Estados Unidos, 
Í963. ^ Dü-Í ■ 

Tci.ts. ' F - CAS 
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Registraremos el contenido vitamínico de 100 gramos de cada alimento 
como un vector columna en R' — por ejemplo, el vector vitamínico para 
la compota de manzana es 



/ 0 . 00 \ 

0.01 

0.02 . 

0.20 

\ 2.00 

Considerando los vectores vitamínicos para el pastel de molde, la tarta 
de natillas de coco, el arroz café, la salsa de soya y el arroz silvestre, se 
ve que 



jO.OO) 




/0.00\ 




/0.00\ 




/0.00\ 




/ 0.00 ^ 


í 0.05 




[0.02' 




0.34 




0.02 ' 




[0.45 


0.06 


+ 


0.02 


+ 


0.05 


+ 2 


0.25 


= 


0.63 


0.301 




0A°¡ 




4 - 70 ! 




0.40 1 




,6.20 


lo.oo / 




lo.oo / 




lo.oo / 




lo.oo/ 




lo.oo / 



Luego, el vector vitamínico para el arroz silvestre crudo es una combi- 
nación lineal de los vectores de vitaminas para el pastel de molde, tarta 
de natillas de coco, arroz café crudo y salsa de soya. Así, 100 gramos de 
pastel de molde, 100 gramos de tarta de natillas de coco, 100 gramos 
de arroz café crudo y 200 gramos de salsa de soya proporcionan exacta- 
mente las mismas cantidades de las 5 vitaminas que 100 gramos de arroz 
silvestre crudo. De una manera análoga, como 



/0.00\ 




/90.00\ 




¡0.00 \ 




/0.00\ 


, /1°- 00 1 




/0.00\ 




/100.00\ 


Í0.01' 




0.03 




0.02 




[o.or 




0.01 




f 0.01 




[ 0.10 


0.02 


+ 


! 0.02, 


+ 


0.07 


+ 


0.01 


+ 


0.03 


+ 


0.01 


= 


0.18 


0.20 




1 010 




0.20 j 




0.10I 




0.20 1 




0.301 




¡ 1-301 


I2.OO/ 




l 4.00/ 




lo.oo/ 




lo.oo/ 




2.00/ 




lo.oo/ 




l ÍO.OO/ 



200 gramos de compota de manzana, 100 gramos de manzanas frescas, 
100 gramos de dulce de chocolate, 100 gramos de féculas, 100 gramos 
de jalea y 100 gramos de spaghetti proporcionan exactamente las mismas 
cantidades de las 5 vitaminas que 100 gramos de almejas. 

A través de los capítulos 1 y 2 se encontrarán muchas situaciones 
diferentes en las cuales será necesario determinar si un vector puede ser 
expresado como una combinación lineal de otros vectores. El cómo es 
posible hacerlo se reduce a un problema de solución de un sistema de 
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ecuaciones lineales. Ilustraremos esta importante técnica determinando 
si el vector (8, 15, 15, 12) en R 4 puede escribirse como una combinación 
lineal de y, - (1, 2, 1, 2), y, = (-2, -4, -2, -4), y 3 = (1, 4, 2, 0), 
y 4 = (2, 7, 5, 0), y y 5 — (3, 7, 2, 6). Por tanto, deberemos determinar 
si existen escalares a,, , a 3 , flk y tales que 

(8, 15, 15, 12) — a, y, 4- a. ¿ y 2 ■+ a 3 y 3 -r a 4 y 4 4- « 5 y r) 

- ¿*i(l, 2, 1, 2) + a_>( — 2, —4, -2, -4) + a 3 (l, 4, 2, 0) 
+ M 2, 7, 5, 0) +M3, 7, 2, 6) 

2^Z;2 4~ & 3 4“ 2a 4 4” 2ai 4¿i2 4- 4¿z 3 
4- la 4 4- 7¿* 5 , títj — 2^ 4“ 2a 3 4~ 5 a 4 4- 2 a r > 9 
2a, — 4a 2 4- 6 a 3 ). 



Se puede ver ahora fácilmente que (8, 15, 15, 12) puede ser expresado 
como una combinación lineal de y„ y 2 , y 3 , y 4 y y 5 , si y sólo si existen esca- 
lares (a,, a 2 , a 3 , a 4 , a 5 ) que satisfacen el sistema de ecuaciones lineales 

' a , — 2a 2 + a 3 + 2 a 4 + 3 a 5 = 8 

2a i — 4 a 2 4“ 4 a 3 4“ 7a 4 + la 5 = 15 

— 2íz 2 4“ 2tí? 3 4~ 5 úf 4 4~ 2úí 5 = 15 

2a, — 4¿í 2 4" 6tf 5 = 12 

que se obtuvo igualando las coordenadas correspondientes de la ecuación 
anterior. 

Para resolver el sistema de ecuaciones ( 1 ) se substituirá éste por otro 
que tenga las mismas soluciones pero que sea mucho más sencillo de 
resolver. El procedimiento que utilizaremos expresará algunas de las in- 
cógnitas en términos de otras eliminando algunas de ellas en todas las 
ecuaciones, menos en una. Para empezar, eliminemos a, de la segunda, 
tercera y cuarta ecuaciones del sistema (1). Esta eliminación puede reali- 
zarse sumando —2 veces la primera ecuación a la segunda, —1 vez la 
primera ecuación a la tercera y —2 veces la primera ecuación a la cuarta; 
el resultado será el nuevo sistema 

a i — 2¿7 2 4~ a ^ 4~ 2 a 4 4~ 3¿7 5 = 8 

2a 3 + 3a„ + a¡ = -1 
a 3 + 3a 4 — a s = 1 

— 2a 3 — 4 a 4 = —4 

en el cual se han eliminado a x y a 2 en todas las ecuaciones, excepto en 
la primera. Continuando con el sistema de ecuaciones (2), agregaremos 
múltiplos de la segunda ecuación a las otras con objeto de eliminar a¿ 
de las ecuaciones menos en la segunda. En este caso debemos sumar 
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veces la segunda ecuación a la primera para eliminar a 3 de ésta. Nótese, 
sin embargo, que si se intercambian la segunda y la tercera ecuaciones, 
los cálculos necesarios se simplifican. Entonces, intercambiaremos la se- 
gunda y tercera ecuaciones del sistema ( 2 ) para obtener 

a x — 2a 2 + a 3 + 2 a 4 + 3 a 5 
a 3 + 3 a 4 — a 5 
2 a 3 + 3a 4 + a 5 
, —2 a 3 — 4 a 4 

Ahora, sumando —1 veces la segunda ecuación a la primera, —2 veces la 
segunda ecuación a la tercera y 2 veces la segunda ecuación a la cuarta, 
el sistema de ecuaciones (3) se transforma en 

a x — 2 a 2 — a 4 + 4 a 5 

a 3 + 3a 4 — a 5 
—3a 4 + 3 a 5 
2a 4 — 2 a 5 

A continuación debemos sumar múltiplos de la tercera ecuación a las otras 
con objeto de eliminar a 4 en cada una de las ecuaciones del sistema ( 4 ), 
excepto en la tercera. De nuevo, los cálculos se simplifican si se realiza 
una operación preliminar — multiplicar la tercera ecuación por —i. 
Esto da 

a x — 2 a 2 — a 4 + 4 a 5 = 1 
a 3 + 3 a 4 - a 5 = 7 

a 4 - a 5 = 5 U 

2a 4 — 2 a 5 = 10. 



= 1 




- 10 . 




Por último, en el sistema (5) añadamos 1 vez la tercera ecuación a la 
primera, —3 veces la tercera ecuación a la segunda y —2 veces la tercera 
ecuación a la cuarta para obtener 

a x — 2a 2 + 3 ¿7 5 = 6 

a 3 + 2a 5 = -8 

_ ( 6 ) 

a 4 — a 5 — 5 

0 - 0 . 

El sistema de ecuaciones ( 6 ) es un sistema de la forma deseada: es fá- 
cil de resolver para a u a 3 y a 4 (las incógnitas que aparecen como primera 
incógnita presente en alguna de las ecuaciones) en términos de otras incóg- 
nitas (a 2 y a 5 ). Escribiendo de nuevo el sistema ( 6 ), encontramos que 
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cix — 2 a 2 — 3 a 5 + 6 
a z = — las ~ 8 

di = a 5 -f- 5 

Entonces, para cualquier selección de los escalares a* y a 5j un vector de 
la forma 



(¿? 1 , do , ü Z -> # 4 » # 5 ) 

“ ( 2úp 2 — 3 a 5 + 6 , do, — 2 a 5 — 8 , a 5 + 5, a 5 ) 

= a 2 ( 2, 1, 0, 0, 0) + a 5 (-3, 0, -2, 1, 1) + (6, 0, -8, 5, 0) 

será solución del sistema original de ecuaciones (1). En particular, el 
vector (6, 0. —8, 5, 0) obtenido al hacer a» = 0 y a 5 = 0 es una solu- 
ción del sistema (1). Entonces, 

(8, 15, 15, 12) — 6 y x + 0y 2 — 8 y, 3 + 5y 4 + 0y 5 , 

de manera que (8, 15, 15, 12) es una combinación lineal de y u y Q , y z , 
y y 5 . 

El procedimiento que acabamos de ilustrar puede utilizarse para resol- 
ver cualquier sistema de ecuaciones lineales. Obsérvese que se utilizaron 
tres tipos de operaciones para resolver el sistema original. 

1. Intercambio del orden de cualquier par de ecuaciones en el sis- 
tema. 

2. Multiplicación de cualquier ecuación por una constante no nula . 

3. Suma de cualquier múltiplo constante de una ecuación a otra. 

Estas operaciones se utilizaron hasta obtener un sistema de ecuaciones 
con las siguientes propiedades: 

1. El primer coeficiente no nulo de cualquier ecuación es uno. 

2. Si una incógnita es la primera con coeficiente no nulo en alguna 
ecuación, entonces dicha incógnita aparece con un coeficiente nulo 
en cada una de las otras ecuaciones. 

3. La primera incógnita con coeficiente no nulo en cualquier ecua- 
ción tiene subíndice mayor que el de la primera incógnita con 
coeficiente no nulo en cualquier ecuación precedente. 

Para ayudar a aclarar el significado de estas propiedades, nótese que nin- 
guno de los siguientes sistemas satisface estas condiciones. 
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[*! + 3*2 + * 4 = 7 




(7) 




[ 2*3 — 5* 4 = — 1 




X\ 


2*2 + 3*3 + *5 = — 


-5 




x 3 — 2x s = 


9 


(8) 


+ 3x¡ = 


6 






*1 ~ 2*3 + *5=1 








*4 — 6*5 = 0 




(9) 




5*3 3*5 — 2 







Específicamente, el sistema de ecuaciones (7) no satisface la condición 1 
porque el primer coeficiente no nulo de la segunda ecuación es 2; el 
sistema de ecuaciones (8) no satisface la condición 2 porque * 3 , la prime- 
ra incógnita con coeficiente no nulo de la segunda ecuación, aparece con 
coeficiente no nulo en la primera ecuación; y el sistema de ecuaciones 
(9) no satisface la condición 3 porque * 2 , la primera incógnita con 
coeficiente no nulo de la tercera ecuación, no tiene un subíndice mayor 
que * 4 , la primera incógnita con coeficiente no nulo de la segunda 
ecuación. 

Una vez que se ha obtenido un sistema en el que se satisfacen las 
propiedades 1, 2 y 3, es fácil de resolver para algunas de las incógnitas 
en términos de las otras (como en el ejemplo anterior). Sin embargo , si 
en el curso de la ejecución de las operaciones 1, 2 y 3 se obtuviera un 
sistema que tuviera una ecuación de la forma 0 = c, donde c no es nula , 
entonces el sistema original no tiene soluciones . (Ver el ejemplo 16 a 
continuación.) 

Regresaremos al estudio de sistemas de ecuaciones lineales en el capí- 
tulo 3. Al mismo tiempo, expondremos las bases teóricas para este método 
de solución de sistemas de ecuaciones lineales y su simplificación posterior 
mediante el uso de las matrices. 

Ejemplo 16. Demostraremos que 

2JC 3 - 2x 2 + 12* - 6 
es una combinación lineal de 

* 3 - 2* 2 - 5x - 3 y 3 jc 3 - 5* 2 - 4* - 9 
en P 3 (R) pero que 

3* 3 - 2* 2 + Ix + 8 



no lo es. En el primer caso deseamos encontrar escalares a y b tales que 

2x 3 — 2*- -b 12.* — 6 — a(x A ~ 2*-’ — 5x ~ 3) + b(3x 3 — 5* 2 — 4*9) 
~ ( a + 3b)x :i t- (- 2 a - 5b)x 2 + (-5 a — 4 b)x + (- 3 a ~ 9b). 
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Esto nos lleva a establecer el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 



' a + 36 = 2 

—2a - 5b = -2 
— 5a — 46 = 12 
-3a -9 6 = -6. 

Sumando múltiplos adecuados de la primera ecuación a las otras para 
eliminar a, encontramos 

a + 36= 2 
6= 2 
116 = 22 
0 = 0 . 

Ahora, sumando múltiplos adecuados de la segunda ecuación a las demás 
se tendrá 

a = —4 
6= 2 
0=0 
0 = 0 . 

Por lo tanto, 

2a: 3 — 2x 2 + 12a: — 6 = — 4(a: 3 — 2at 2 — 5x — 3) 

+ 2(3x 3 — 5x 2 — 4 a: — 9). 

En el segundo caso deseamos mostrar que no existen escalares a y 6 
para los cuales 

3a: 3 — 2x 2 + Ix + 8 = a(x 3 — 2a: 2 — 5x — 3) 

+ 6 (3a: 3 - 5a:- - 4a: - 9). 

Como en el caso anterior, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales 



' a + 36 = 3 

-2a - 56 = -2 
' -5a - 46 = 7 

-3a -96= 8. 

Eliminando a, al igual que antes, se tiene 

a + 36= 3 
6= 4 
116 = 22 
0=17. 



( 10 ) 




32 Espacios vectoriales 



Pero la presencia de la ecuación inconsistente 0 = 17 indica que el siste- 
ma de ecuaciones (10) no tiene soluciones y, por tanto, 3 jc 3 — 2x 2 4* 7x 4- 
+ 8 no es una combinación lineal de x 3 — 2x 2 — 5x — 3 y 3x 3 — 5x 2 — 
— 4* — 9. 

El conjunto de combinaciones lineales de los elementos de un subcon- 
junto no vacío de un espacio vectorial proporciona otro ejemplo de subes- 
pacio, como lo muestra el siguiente resultado. 

Teorema J.7. Sí S es un subconjunto no vacío de un espacio vectorial V, enton- 
ces el conjunto W, integrado por todas las combinaciones lineales de ele- 
mentos de S, es un sub espacio de V más pequeño que contiene a S en el 
sentido de que W es un subconjunto de cualquier subespacio de V que 
contiene a S. 

demostración. Primero, emplearemos el Teorema 1.3 para probar que 

W es un subespacio de V. Como S =£ 0 , al menos 0 £ W. Si y y z son 

elementos de W, entonces y y z son combinaciones lineales de elementos 
de S, de manera que existen elementos x u . . . , x n y w u . . . , w m en S 
tales que y ~ a 1 x l 4- ... 4- a n x n y z — b^w^ b m w m para alguna 

selección de escalares a l9 . . . , a n y b u . . . , b m . Ahora bien, 

y + z = 01*1 + . . . + OnXn 4- b 1 w 1 4- ... 4- b m w m 

y 



cy — ca 1 x 1 4- ... 4- cOnX n 



son combinaciones lineales de elementos de S; luego entonces y + z y 
cy son elementos de W para cualquier c. Así, tenemos que W es un subes- 
pacio de V. 

Ahora bien, sea W' cualquier subespacio de V que contenga a S. Si y 
es un elemento de W, entonces y es una combinación lineal de elementos 
de S — digamos y — a x x i 4- ... 4- OnX n , donde a u . . . , a n £F y x u . . . , 
x» £ 5. Puesto que S C W', W'. Luego entonces y — 0 i*i 4- 

4- ... 4- OnX n es un elemento de W', de acuerdo con el ejercicio 24 de la 
sección 1.3. Como y , un elemento arbitrario de W, pertenece a W', 
W C W'. Esto completa la demostración. | 

Definición . ^4/ subespacio W descrito en el Teorema 1.7 se le llama subespacio 

generado por los elementos de S y se denota por L(S). Por conveniencia, 
definiremos L( 0 ) >= {o}. 

Obsérvese que el Teorema 1.7 muestra que x es una combinación li- 
neal de elementos de S si y sólo si x es un elemento de L(S). Luego, por 
ejemplo, en R 3 , L({(1, 0, 0), (0, 1, 0)}) es el plano 
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Definición . Un conjunto S de un espacio vectorial V genera a V si L(S) — V. 
En esta situación también podemos decir que los elementos de S gene- 
ran a V. 

Ejemplo 17. Los vectores (1, 1, 0), (1, 0, 1), y (0, 1, 1) generan a 
R 3 pues un elemento arbitrario (a l9 o> , o 3 ) de R 3 es una combinación lineal 
de los tres vectores dados; de hecho, los escalares r, s y t para los que 

r(l, 1, 0) + 5(1, 0, 1) + /(0, 1, 1) = (a u 02 , a 3 ) 



son 

r = i(a x + a 2 - o 3 ), 5 = i(a 1 - a 2 + o 3 ), y t = i(-a 1 + a 2 + o 3 ). 



Ejemplo 18. Los polinomios jc 2 -h 3jc — 2, 2x 2 + 5x — 3 y —x 2 — 4x + 
+ 4 generan a P 2 (R) pues cualquiera de los tres polinomios dados perte- 
nece a P 2 (/?) y cada polinomio ax 2 + bx + c en P 2 (/?) es una combina- 
ción lineal de los tres; a saber, 

(-8o + 5 b + 3c) (x 2 + 3jc - 2) + (4o -2b- c)( 2x 2 + 5* - 3) 

+ (—o + b + c)( — x 2 — 4x + 4) = ax 2 + bx + c. 



Ejemplo 19. Las matrices 



(¡ í)-(¿ !)•(! ?)• v (? ¡) 



generan a ^A 2x2 (R) pues un elemento cualquiera 

*• 

M de M tx i(ü) 
y o 2 i o 22 y 

puede ser expresado como una combinación lineal de las cuatro matrices 
dadas de la siguiente manera: 



( ia 11 ^Ol2 T TOk>i ^ 0 2 2 ) 

+ ( ÍOn + Í 0 12 — ÍO 21 + ÍOI 22 ) 

( ^On H - ^o 2 i io 22 ) 

+ ( f Oh + ia r ¿ + tazi + io 22 ) 



(i 

(¿ 

o 

/O 



/«ii 

\021 



O i2 



022 



)• 



¿) 

i) 

!) 

1) 
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EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas. 

(a) El vector cero es una combinación lineal de cualquier conjunto no 
vacío de vectores. 

(b) El subespacio generado por 0 es 0. 

(c) Si S es un subconjunto de un espacio vectorial V, L(S) es igual a 
la intersección de todos los subespacios de V que contienen a S. 

(d) Al resolver un sistema de ecuaciones lineales se puede multiplicar 
una ecuación por una constante. 

(e) Al resolver un sistema de ecuaciones lineales se permite sumar un 
múltiplo de una ecuación a otra. 

(f) Todo sistema de ecuaciones lineales tiene una solución. 

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método expues- 
to en esta sección. 



(a) 


’ 2 x x 


— 2x 2 — 3*3 


= -2 








3*! 


— 3*2 — 2* 3 + 


5*4 = 7 








X\ 


“ *2 — 2*3 — 


*4 = —3 






(b) 




— 7*2 + 4x 3 = 


10 






< 




— 2x 2 + * 3 == 


3 








2*1 


— *2 — 2x 3 = 


6 






(c) 




+ 2*2 — *3 + 


*4 = 5 






< 




+ 4x 2 — 3*3 — 


3*4 = 6 








2*i 


+ 3*2 — *3 + 


00 

II 

3 






(d) 


ÍXt + 2 x 2 + 2 x } 


= 2 








Ijr 

I* 1 


+ 8*3 + 5* 4 = —6 








[*i -f- * 2 + 5* 3 + 5*4 — 3 






(e) 


* 


1 + 2*2 — 4*3 


— * 4 + 


*5 = 


7 




— X 


1 + 10*3 


— 3*4 — 


4x 5 — 


-16 




2* 


i + 5 x 2 — 5x 3 


— 4*4 — 


*5 = 


2 




k 4 x 


1 + 11*2— 7*3 


- 10*4 - 


2x 5 = 


7 


(0 


*i 


+ 2*2 + 6x 3 = 


-1 








2*, 


+ X 2 + *3 = 


8 








3*i 


+ * 2 ~ *3 ^ 


15 








*i 


+ 3x 2 + 10 x 3 = 


-5 
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3. Para cada uno de los siguientes grupos de vectores en R 3 , determine si el 
primer vector puede o no ser expresado como una combinación lineal de 
los otros dos. 

(a) (-2,0,3), (1,3,0), (2,4, -1) 

(b) (1,2, -3), (-3,2, 1), (2, -1, -1) 

(c) (3,4, 1), (1, -2, 1), (-2, -1, 1) 

(d) (2, -1,0), (1,2, -3), (1, -3,2) 

(e) (5, 1, —5), (1, -2, -3), (-2,3, -4) 

(f) (-2,2,2), (1,2, -1), (-3, -3,3) 

4. Para cada uno de los siguientes grupos de polinomios en P 3 (R), determine 
si el primer polinomio puede o no ser expresado como una combinación 
lineal de los otros dos. 

(a) x 3 — 3x -f 5, Jt 3 + 2 jc 2 — x + 1, x 3 + 3jc 2 — 1 

(b) 4 jc 3 + 2jc 2 - 6, * 3 - 2x 2 + 4jc + 1, 3* 3 - 6jc 2 + * + 4 

(c) — 2 jc 3 — ll* 2 + 3x + 2, * 3 - 2jc 2 + 3x - 1, 2x 3 + x 2 + 3x - 2 

(d) jc 3 + x 2 + 2x + 13, 2X 3 — 3x 2 + 4x + 1, jc 3 — x 2 + 2x + 3 

(e) jc 3 - 8x 2 + 4x, x 3 - 2x 2 + 3x - 1, a: 3 - 2x + 3 

(f) 6x 3 — 3jc 2 4- x + 2, x 3 — x 2 + 2x 4- 3, 2^ 3 + x 2 — 3x + 1 

5. En F n sea e¡ el vector cuya coordenada /-é sima es 1 y cuyas otras coorde- 
nadas son 0. Demostrar que {e u e 2 , . . . , e n ) genera a F n . 

6. Mostrar que Pn(F) puede generarse por (1, x, jc 2 , . . . , x n }. 

7. Mostrar que las matrices 

Co o), (i ¿). C °o). y (S ?) 

generan a AAoxsí/ 7 )- 

8. Demostrar que si 




entonces el subespacio generado por {M u Af 2 , M 3 } es el conjunto de todas 
las matrices simétricas de 2 x 2. 

9.* Para cualquier elemento x en un espacio vectorial, demostrar que L((^}) = 
= { ax : a(¿ F }. Interpretar este resultado geométricamente en R 3 . 

10 . Demostrar que un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subes- 
pacio de V si y sólo si L( W) — W. 
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11. * Demostrar que si S 1 y S 2 son subconjuntos de un espacio vectorial V tales 

que Sr C S->, L(S t ) C L(S 2 ). En particular, si S 1 C S, y L(SO = V, se 
deduce que L(S 2 ) = V. 

12. * Demostrar que si Si y S 2 son subconjuntos cualesquiera de un espacio vecto- 

rial V, entonces L(S 1 U S 2 ) = L(S^) + L(S,). 

13. Sean S x y S¿ subconjuntos de un espacio vectorial V. Demostrar que 
L(S X n S->) C L(SO n L(£ 2 ). Dar un ejemplo en el cual L(Si Pi S 2 ) y 
L(S,) D L(S 2 ) sean iguales y un ejemplo donde sean distintas. 



1.5 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL 

Al principio de la sección 1.4, observamos que la ecuación de un plano 
que pasa por tres puntos no colineales en el espacio, uno de los cuales 
es el origen, es de la forma x = t r u -f t 2 v , donde u, v £ R 3 y h y t 2 son 
escalares. Así, un vector x en R 3 es una combinación lineal de «, v £ R 3 
si y sólo si x se ubica en el plano que contiene a u y v. (Ver figura 1.5.) 
Vemos, por tanto, que en R 3 la amplitud de dos vectores no paralelos 
tiene una interpretación geométrica sencilla. Se le puede dar una interpre- 
tación similar a la amplitud de un vector individual no nulo en R 3 . (Ver 
el ejercicio 9 de la sección 1.4.) 




figura 1.5 

En la ecuación jc = t x u + t>v, x depende de w y v en el sentido de 
que x es una combinación lineal de u y v. Un conjunto en el que al 
menos un vector es una combinación lineal de los otros se llama un con- 
junto linealmente dependiente. Considérese, por ejemplo, el conjunto 
5= {x u x>, * 3 , x,} C R 3 , donde x 1 = (2, -1, 4), x> = (1, -1, 3), 
x Á = (1, 1, —1), y x 4 — (1, —2, —1). Para determinar si S es lineal- 
mente dependiente debemos ver si existe o no un vector en S que sea 
una combinación lineal de los demás. Ahora bien, el vector x x es una 
combinación lineal de x u x> y x 3 si y sólo si existen escalares a, b y c 
tales que 



* 4 — ax i + hx 2 + cx 3 
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es decir, si y sólo si 

x 4 = (2a + b + c, —a — b H- c, 4a 4- 3b — c). 

Por tanto x 4 es una combinación lineal de x u x 2 y x 3 si y sólo si el sistema 

2a + b + c ~ 1 

< —a — b + c = — 2 

4a + 3b — c = — 1 

tiene solución. El lector deberá verificar que en este caso no existe tal 
solución. Nótese, sin embargo, que esto no significa que el conjunto S 
no sea linealmente dependiente, pues es necesario verificar si x u x 2 y x 3 
pueden o no ser escritos como una combinación de los otros vectores 
de S. Puede demostrarse, de hecho, que x 3 es una combinación lineal de 
* 1 , *2 y * 4 ; específicamente, x. 3 =?= 2x x - 3x 2 + 0x 4 . Así, S es en efecto 
linealmente dependiente. 

Se ve de este ejemplo que la condición para dependencia lineal que 
se ha dado no es adecuada, porque no todo vector en S necesita ser una 
combinación lineal de los demás, aun cuando S sea linealmente depen- 
diente. Reformulando la definición de la siguiente manera obtenemos una 
definición de dependencia más fácil de usar. 

Definición . Un subconjunto S de un espacio vectorial V es linealmente depen- 
diente si existe un número finito de vectores distintos x u x,, . . . , x n en S 
y escalares a 4 , a 2 , . . . , a n en F, no todos cero , tales que a^ + a 2 x 2 + 
+ . . . + a n x n — 0. También se puede describir esta situación diciendo 
que los elementos de S son linealmente dependientes. 

Para demostrar que el subconjunto S de R 3 que hemos definido es 
linealmente dependiente usando esta definición, debemos encontrar esca- 
lares a u a 2 , a 3 y a 4 , no todos nulos, tales que 



a x x i + q 2 x 2 + a 3 x 3 + a 4 x 4 = 0 9 



es decir, tales que 



(2a 4 + a> + a 3 + a 4 , — a ± — a 2 + a 3 — 2 a 4 , 4a A + 3 a 2 — a 3 — a 4 ) — 

= ( 0 , 0 , 0 ). 



Por ello debemos encontrar una solución para el sistema 

2a x + a 2 a 3 -f- a A = 0 
< —ci\ ~ a 2 + a 3 — 2a 4 = 0 
k 4a i + 3a 2 — a 3 — a 4 = 0 
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donde no todas las incógnitas valen cero. Como para el caso propuesto 
antes sabemos que x 3 — 2x x — 3x> + 0jc 4 , se tiene que 0 — 2x t — 3x> — 
— * 3 + 0x 4 . De aquí, tenemos que a t — 2, a 2 — — 3, a 3 = — 1 y a t = 0 
es dicha solución. 

Por lo tanto se ve que la definición establecida de dependencia lineal 
requiere de la solución de únicamente un sistema de ecuaciones en vez 
de dos o más. El lector deberá verificar que las dos condiciones para 
dependencia lineal que hemos tratado son, de hecho, equivalentes. (Ver 
ejercicio 10.) 

Puede verse fácilmente que, en cualquier espacio vectorial, un subcon- 
junto S que contenga al vector cero debe ser linealmente dependiente. 
Como 10 — 0, el vector cero es una combinación lineal de elementos 
de S en la que algún coeficiente es no nulo. 

Ejemplo 20. En R 4 el conjunto S = {(1, 3, — 4, 2), (2, 2, —4, 0), 

(1, —3, 2, —4)} es linealmente dependiente puesto que 

4(1, 3, -4, 2) - 3(2, 2, -4, 0) + 2(1, -3, 2, -4) - (0, 0, 0, 0). 

De manera semejante, en M- 4x3 (/?) el conjunto 

JY 1 -3 2\ (-3 1 4\ f-2 3 ]1\\ 

\\-4 0 5J'\ 6 -2 — 7 y ’ \ — 1 -3 2)\ 

es linealmente dependiente puesto que 

*(-i ~i -i -í)-k=í - ")- 

/O 0 0\ 

\o o o;* 

Definición. Se dice que un subconjunto S de un espacio vectorial, que no es 
linealmente dependiente, es linealmente independiente. Como anteriormen- 
te, describiremos a menudo esta situación diciendo que los elementos de 
S son linealmente independientes. 

Nótese que el conjunto vacío es linealmente independiente, puesto que 
obviamente los conjuntos linealmente dependientes deben ser no vados. 
Más aún, en cualquier espacio vectorial, un conjunto integrado de un 
solo vector no nulo es linealmente independiente. Si {x} es linealmente 
dependiente, entonces ax — 0 para algún escalar a no nulo. Pero en- 
tonces 

x — a 1 (ax) — a A 0 — 0. 

Además, un conjunto S es linealmente independiente si y sólo si las 
únicas combinaciones lineales de elementos de S iguales a 0 son las com- 
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binaciones lineales triviales en donde todos los escalares valen cero. Este 
hecho proporciona un método muy útil para determinar si un conjunto 
finito es linealmente independiente. Esta técnica se ilustra en el siguiente 
ejemplo. 

Ejemplo 21. Sea x k el vector en F n cuyas primeras k — 1 coordenadas 
son ceros y cuyas últimas n — k + 1 coordenadas son 1. Entonces 
{x u x;, . . . , x n ) es linealmente independiente, porque si a jXi + a 2 x 2 + 
+ . . . + OnX n = 0, igualando las coordenadas correspondientes de la iz- 
quierda y derecha de esta igualdad se tiene el siguiente sistema de ecua- 
ciones: 

(a x = 0 

a x a 2 =0 

^ a x + a 2 + a 3 =0 

+ a 2 + + • • • + a„ = 0. 

Claramente se ve que la única solución de este sistema es a x = a 2 = ... = 
= fin = 0 . 

Los siguientes resultados útiles son consecuencias inmediatas de las 
definiciones de dependencia e independencia lineal. 

Teorema 1.8. Sea V un espacio vectorial y sea Si C S 2 C V. Si Si es lineal- 
mente dependiente entonces S 2 también lo es. 

demostración. Ejercicio. 

Corolario. Sea V un espacio vectorial y sea S : C S L > C V. Si S 2 es linealmente 
independiente entonces S x también lo es. 

demostración. Ejercicio. 



EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) Si S es un conjunto linealmente dependiente, cada elemento de S 
es una combinación lineal de otros elementos de S. 

(b) Cualquier conjunto que contenga al vector cero es linealmente de- 
pendiente. 

(c) El conjunto vacío es linealmente dependiente. 
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(d) Subconjuntos de conjuntos linealmente dependientes son linealmente 
dependientes. 

(e) Subconjuntos de conjuntos linealmente independientes son lineal- 
mente independientes. 

(f) Si x u x„ son linealmente independientes y a 1 x 1 -f a 2 x 2 + 

+ • • * + OnX n — 0 , todos los escalares son iguales a cero. 

2. En F n sea e¡ el vector cuya coordenada y-ésima es 1 y las demás son 0. 
Demostrar que {e u e 2 , . . . , e n ) es linealmente independiente. 

3. Demostrar que el conjunto {1, x, x 2 , . . . , x n } es linealmente independiente 
en P n (F). 

4. Demostrar que las matrices 

(ó 2). (°o ¿> (? °o). y (°o ?) 

son linealmente independientes en M 2x a(F). 

5. Encontrar el conjunto de matrices diagonales linealmente independientes 
que generan al espacio vectorial de matrices diagonales de 2x2. 

6. * Demostrar que {*, y} es linealmente dependiente si y sólo si x o y es un 

múltiplo del otro. 

7. Dar un ejemplo de tres vectores linealmente dependientes en R 2 tales que 
ninguno de los tres es múltiplo de otro. 

8. Demostrar el Teorema 1.8 y su corolario. 

9. (a) Demostrar que {«, v) es linealmente independiente si y sólo si 

{u + v, ¡i — v} es linealmente independiente. 

(b) Demostrar que { u , v, w} es linealmente independiente si y sólo si 
{u + v, u + w, v -r w) es linealmente independiente. 

10. Demostrar que un conjunto S es linealmente dependiente si y sólo si S — {0} 
o si existen vectores distintos y, x ly x->, . . . , x n en S tal que y es una 
combinación lineal de x u x 2 , . . . , x n . 

1 1 . Sea S {xi, x>, . . . , x n } un conjunto finito de vectores. Demostrar que 
S es linealmente dependiente si y sólo si jcj •= 0, o x. k+l £ E({x 1( x 2 , , 
x fc } ) para alguna k < n. 



12. Demostrar que un conjunto S de vectores es linealmente independiente si 
y sólo si cada subconjunto finito de S es linealmente independiente. 
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13. Sea M una matriz cuadrada triangular superior (como se definió en el 
ejercicio 12 de la sección 1.3) que tenga términos no nulos en la diagonal. 
Demostrar que las columnas de M son linealmente independientes. 

14. Sean f y g funciones definidas por f(í) = e rt y g(t) = e 8t , donde r^s. 

Demostrar que f y g son linealmente independientes en 7(R , R). Sugeren- 
cia: Suponer que ae rt + be 8t = 0. Hacer / = 0 y obtener una ecuación 

que involucre a y b. Luego diferenciar ae rt 4- be 8t = 0, y hacer t — 0 
para tener una segunda ecuación en a y b. Resolver ambas ecuaciones para 
a y b. 

1.6 BASES Y DIMENSION 

Un subconjunto S de un espacio vectorial V que sea linealmente indepen- 
diente y que genere a V posee una propiedad muy útil — cada elemento 
de V puede ser expresado de una y sólo una manera como combinación 
lineal de elementos de S. (Esta propiedad será demostrada en el Teore- 
ma 1.9.) Es este resultado el que hace que los conjuntos generadores 
linealmente independientes sean los elementos constructivos de los espa- 
cios vectoriales. 

Definición. Una base ¡3 para un espacio vectorial V es un subconjunto lineal- 
mente independiente de V que genera a V. (Si ¡3 es una base de V, dire- 

mos a menudo que los elementos de (3 forman una base de y.) 

Ejemplo 22. Recordando que L(0) = {0}, se dice que 0 es una base 
para el espacio vectorial {0}. 

Ejemplo 23. En F n , sea e x — (1, 0, 0, . . . , 0, 0), e> = (0, 1, 0, . . . , 

0, 0), . . . , e n = (0, 0, 0, . . . , 0, 1); se ve claramente que [e u e 2 , . . . , 

e n } es una base para F n y se llama base estándar para F n . 

Ejemplo 24. En M mxll (F), sea M ij la matriz cuyo único elemento no 
nulo es un 1 en el i-é simo renglón y y-ésima columna. Luego { M ij : 
1 < i < 1 < / < w} es una base para M mxn (F). 

Ejemplo 25. En P n (F) el conjunto {1, x, x-, . . . , x n ) es una base. 

Ejemplo 26. En P(F) el conjunto (1, x, x 2 , . . . } es una base. 

Observar que el ejemplo 26 muestra que una base no necesariamente 
debe ser finita. De hecho, veremos más adelante en esta sección que nin- 
guna base para P(F) puede ser finita. Entonces, no todo espacio vectorial 
tiene una base finita. 
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El siguiente teorema, que se utilizará frecuentemente en el capítulo 2, 
muestra la propiedad más importante de una base. 

Teorema 1.9. Sea V un espacio vectorial y p — {x 1? . . . , x n } un subconjunto 
de V. Luego ¡3 es una base de V si y sólo si cada vector y en V puede 
ser expresado de manera única como una combinación lineal de vectores 
de p, es decir, puede ser expresado en la forma 

y - a x x t + . . . + a n x n 
para escalares únicos a l5 ... , a n . 

demostración. Sea p una base para V. Si y£ V, entonces y £ L(P) 
puesto que L(p) = V. Luego, y es una combinación lineal de los elemen- 
tos de p. Supóngase que y = a±x x + . . . + OnX n y y = b x : c x + . . . + b n x n 
son dos posibles representaciones de y. Restando la segunda igualdad de 
la primera se tendrá 

0 = Oí - fci)xi + . . . + (a n — b n ) x n . 

Como p es linealmente independiente, se tiene que a x — b x — ... = a* — 
— b n = 0. Luego, a x = b l9 . . . , On = b n , de tal modo que y sólo puede 
expresarse como una única combinación lineal de los elementos de p. 

La prueba de la proposición recíproca se deja al lector como ejer- 
cicio. ■ 

El Teorema 1.9 muestra que cada vector v en un espacio vectorial V 
con una base p = {x u . . . , x n } puede ser expresado de manera única en 
la forma v = a^x x + . . . + a n x n para escalares a u . . . , seleccionados 
adecuadamente. Luego, v determina una única ^-dimensional de escalares 
(a u . . . , On ) y, recíprocamente, cada ^-dimensional de escalares deter- 
mina un vector único v, al utilizar los términos de la Ai-dimensional como 
los coeficientes de una combinación lineal de los vectores de p. Este he- 
cho sugiere que V es similar al espacio vectorial F n , donde n es el 
número de vectores de una base para V. En la sección 2.4 veremos que 
éste es realmente el caso. 

Nuestro próximo teorema identificará una gran clase de espacios vec- 
toriales, cada uno de ellos con una base finita. Sin embargo, es necesario 
que primero probemos un resultado preliminar. 

Lema. Sea S un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial 
V, y sea x un elemento de V que no está en S. Luego, S U {x} es lineal- 
mente dependiente si y sólo si x £ L(S) . 

demostración. Si S U {*} es linealmente dependiente, deberán existir 
vectores x u . . . , x n en S U {jc} y escalares no nulos a u . . . , a» tales que 
a ± Xi + ... + a n x n — 0. Puesto que S es linealmente independiente, una 
de las X\, digamos x u es igual a x . Por ello a x x + a ¿ x¿ + . . . + a^Xn — 0 , 
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y así * — a¡ l (-a 2 x 2 - ... — a n x n ). Como * es una combinación lineal 
de x 2 , . . . , x n , que son elementos de 5, x £ L(5). 

Recíprocamente, supóngase que x£ L(5). Luego, existen vectores 
x l9 . . . , x n en S y escalares a l9 . . . , dn tales que x — a x Xi + . . . + a n x n . 
Así, 0 = a 1 x 1 + . . . + OnXn + ( - 1 )x, y como x x¿ para i = 1, . . . , n, 
{xi, . . . , x„, x} es linealmente dependiente. Por tanto, 5 U {x} es lineal- 
mente dependiente por el Teorema 1.8. ■ 

Teorema 1.10. Si un espacio vectorial V es generado por un conjunto finito 
S 0 , entonces un subconjunto de S 0 es una base para V. Y por tanto , V 
tiene una base finita. 

demostración. Si S 0 = 0 o S 0 — {0} 9 entonces V = {0} y 0 es un 
subconjunto de 5 0 que es una base para V. De lo contrario, S 0 contendrá 
un elemento Xi no nulo. Nótese que {x t } es un conjunto linealmente 
independiente. Continúese, si es posible, escogiendo elementos x 2 , . . . , x r 
en 5 0 tales que {x l5 x 2 , . . . , x r } sea linealmente independiente. Como 5 0 
es un conjunto finito, se debe alcanzar una etapa en la que 5 = {xi, . . . , x r } 
sea un subconjunto linealmente independiente de 5 0 pero que al añadir 
a 5 cualquier elemento de S 0 que no esté en 5 se produzca un conjunto 
linealmente dependiente. Demostraremos entonces que 5 es una base para 
V. Como 5 es linealmente independiente, basta con demostrar que 
L(5) - V, pero como L(S 0 ) = V, de acuerdo con el Teorema 1.7 es 
suficiente demostrar que 5 0 C L(5). Sea x £ 5 0 . Si x£ 5, entonces evi- 
dentemente x£ L(5). De otra forma, si x 0 5, la anterior construcción 
mostraría que 5 U {x} es linealmenfe dependiente. Así, x £ L(5) de acuer- 
do con el lema y, por tanto, 5 0 C L(5). ■ 

El método por el cual se obtuvo la base 5 en la demostración anterior 
es una manera útil de obtener bases. Un ejemplo de este procedimiento es 
el que se da a continuación. 

Ejemplo 27. Los elementos (2, —3, 5), (8, —12, 20), (1, 0, 2), 

(0, 2, —1) y (7, 2, 0) generan a R 3 . De entre ellos seleccionaremos una 
base para R 3 . Para empezar, selecciónese cualquier elemento no nulo del 
conjunto generatriz, digamos (2, —3, 5), como uno de los elementos de 
la base. Como 4(2, -3, 5) = (8, -12, 20), el conjunto {(2, -3, 5), 
(8, -12, 20)} es linealmente dependiente (ejercicio 6, sección 1.5). Por 
tanto, (8, —12, 20) no será incluido en nuestra base. Como (1, 0, —2) 
no es múltiplo de (2, — 3, 5), y viceversa, el conjunto {(2, 3, 5)(1, 0, 

— 2)} es linealmente independiente. Por tanto, (1, 0, —2) puede ser 
incluido en la base. Procediendo con el siguiente elemento del conjunto 
generatriz, se deberá excluir o incluir en nuestra base al elemento (0, 2, 

— 1) dependiendo de que el conjuntcj {(2, —3, 5), (1, 0, —2), (0, 2, 

— 1 ) } sea linealmente dependiente o linealmente independiente. Un cálcu- 
lo sencillo demuestra que el conjunto es linealmente independiente, luego, 
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(O, 2, ~1) también será incluido en nuestra base. El elemento final del 
conjunto generatriz (7, 2, 0) será excluido o incluido en nuestra base 
dependiendo de que {(2, -3, 5), (1, 0, -2), (0, 2, -1), (7, 2, 0)} 
sea linealmente dependiente o linealmente independiente. Ya que 

2(2, “3, 5) + 3(1, 0, 0, -2) + 4(0, 2, -1) - (7, 2, 0) = (0, 0, 0), 

el conjunto es linealmente dependiente y se excluye a (7, 2, 0) de la base. 
De esta manera, el conjunto {(2, —3, 5), (1, 0, —2), (0, 2, —1)} es 
una base para R 3 . 

El siguiente teorema y sus corolarios son quizá los resultados más 
significativos del capítulo 1. 

Teorema 1.11 . Sea V un espacio vectorial que tiene una base ¡3 con exacta- 
mente n elementos. Sea S = {y-i, . . . , y in } un subconjunto linealmente 
independiente de V que contenga exactamente m elementos , donde m < n. 
Entonces , existe un subconjunto S x de ¡3 que contiene exactamente n — m 
elementos tales que S U S x genera a V. 

demostración. La demostración se hará por inducción sobre m. Prin- 
cipiaremos la inducción con m— 0, pues en este caso S = 0 , y así S x = ¡3 
satisface claramente la conclusión del teorema. 

Ahora, supóngase que el teorema es cierto para alguna m tal que 
m < n. Demostraremos que el teorema es cierto para m - b 1. Sea S = {y x , 
. . . , y m , y m+ i} un subconjunto de V linealmente independiente, el cual 
contiene exactamente m + 1 elementos. Como {y l9 . . . , y^Les linealmen- 
te independiente, de acuerdo con el corolario al Teorema 1.8, aplicamos 
la hipótesis de inducción para concluir que existe un subconjunto {x u . . . , 
Xn^m} de J3 tal que {y x , . . . , y m }JJ {*i> • • , x n-m) genera a V. Por lo 

tanto, existirán escalares a x , . . . , Om, b u b 2 , . . . , tales que 

y m+ i = a,y x + . . . + Omym + b x x x + b 2 x 2 + . .. + b n-mXn-m • (ID 

Obsérvese que algún b i9 tal como b u es no nulo, pues de lo contrario la 
ecuación (11) implicaría que y m+1 es una combinación lineal de y u . . . , 
y m en contradicción con la suposición de que {y u . . . , y w , y™+i} es lineal- 
mente independiente. Resolviendo la ecuación (11) para x x se tendrá 

= ( -b-'a 1 )y 1 + . . . + (- b- 1 a m )y m - (-b^)y m+1 + {-b^b 2 )x 2 

+ ... + ( —b-^b n - m )x n -m- (12) 

Entonces x x £L({y x , ... , y m , y m+u x« 9 , x n - m } de acuerdo con la ecua- 

ción (12), pero como y u ... , y m , x 2 , . . . , son claramente elementos 
de L({y u . . . , y m , y m+ i, x 2 , . . . , ^}), se tendrá que 

{y 1 5 • • • 5 ym> X U x 2 y • • * ? -Tn-m) C L((yi, . . . , y m > ym+i? X2, • . • 5 Xn-nx) ) . 
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Por tanto, el Teorema 1.7 implica que 

L ({ yi , • • • , ym, y« + i, *2, • • . , *n-m}) = V. 

Luego, el escoger Si = {x 2 , . . . , demuestra que el teorema es cierto 
para m + 1. 

Esto completa la demostración. 

Para ilustrar el Teorema 1.11, nótese que ó = {x 2 - 4, x - 6} es un 
subconjunto linealmente independiente de P*(F). Como /J = {1, x, x 2 } 
es una base de P 2 (F), deberá de existir un subconjunto S x de fi que con- 
tenga 3 - 2 = 1 elemento tal que S U S ± genere a P 2 (F). En este ejemplo 
cualquier subconjunto de ¡3 que contenga un elemento será suficiente para 
0 * 1 . Con esto se ve que el conjunto Si del Teorema 1.11 no necesariamente 
es único. 

Corolario 1 . Sea V un espacio vectorial que tiene una base J3 que contenga exacta- 
mente n elementos. Entonces, cualquier subconjunto lineal mente indepen- 
diente de V que contenga exactamente n elementos es una base de V. 

demostración. Sea S = { y u . . . , y n } un subconjunto de V lineal- 
mente independiente que contiene exactamente n elementos. Aplicando el 
Teorema 1.11 se ve que, existe un subconjunto S ± de J3 que contiene 
n — n — 0 elementos tal que S U S x genera a V. Obviamente Si — 0 ; 
luego, S genera a V. Como S es también linealmente independiente, S es 
una base para V. | 

Ejemplo 28. Los vectores (1, -3, 2), (4, 1, 0) y (0^2, -1) forman 
una base para R 3 , ya que si 

-3, 2) + 0,(4, 1, 0) + 0,(0, 2, -1) = (0, 0, 0), 
entonces a l9 a 2 y a 3 deberán satisfacer el sistema de ecuaciones 

a x + 4a 2 = 0 

* — 3a j + a 2 + 2 a 3 = 0 
, 2 a x - a 3 — 0. 

Pero puede verse fácilmente que la única solución del sistema es a x = 0, 
= 0 Y *3 = 0. Entonces, (1, -3, 2), (4, 1, 0) y (0, 2, -1) son 
linealmente independientes y, de acuerdo con el corolario 1, forman una 
base para R 3 . 

Corolario 2. Sea V un espacio vectorial que tiene una base ¡3 con exactamente 
n elementos. Entonces , cualquier subconjunto de V que contenga más 
de n elementos es linealmente dependiente. Consecuentemente, cualquier 
subconjunto de V linealmente independiente contiene como máximo n 
elementos. 
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demostración. Sea S un subconjunto de V que contiene más de n ele- 
mentos. Con el fin de llegar a una contradicción supondremos que S es 
linealmente independiente. Sea un subconjunto cualquiera de S con 
exactamente n elementos. Entonces, de acuerdo con el corolario anterior, 
St es una base de V. Como S x es un subconjunto propio de S , podemos 
tomar un elemento x de S que no sea elemento de S\. Como Si es una 
base de V, x £ L(Si) = V. Luego, el lema previo al Teorema 1.10 impli- 
ca que Si U {x} es linealmente dependiente. Pero S x U {x} C S; luego, 
S es linealmente dependiente — una contradicción. Se concluye, por tanto, 
que S es linealmente dependiente. ■ 

Ejemplo 29. Sea S = {x 2 + 7, 8jc 2 - 2x, 4x - 3, Ix + 2}. Aun cuando 
se pueda demostrar directamente que S es un subconjunto linealmente 
dependiente de P>(F), esta conclusión se deriva inmediatamente del coro- 
lario anterior puesto que ¡3 = {1, x, x 2 } es una base para P 2 (F) que 
contiene menos elementos que S. 

Corolario 3. Sea V un espacio vectorial que tiene una base ¡3 con exactamente 
n elementos . Entonces , toda base para V contendrá exactamente n ele- 
mentos. 

demostración. Sea S una base de V. Como S es linealmente indepen- 
diente tendrá como máximo, de acuerdo con el corolario 2, n elementos. 
Supóngase que S contiene exactamente m elementos; luego, m < n. Pero, 
además, S es una base de V y ¡3 es un subconjunto linealmente indepen- 
diente de V. Entonces, el corolario 2 puede ser aplicado intercambiando 
los papeles de J3 y S para dar n <m. Luego m = n. ■ 

Si un espacio vectorial tiene una base con un número finito de elemen- 
tos, entonces el corolario anterior establece que el número de elementos 
en cada base para el espacio es el mismo. Este resultado hace posibles 
las siguientes definiciones. 

Definiciones . Un espacio vectorial V se llama dimensionalmente finito si tiene 
una base que consta de un número finito de elementos; el único número 
de elementos en cada base de V se llama dimensión de V y se denota por 
dim(V). Si un espacio vectorial no es dimensionalmente finito , se llama 
dimensionalmente infinito. 

Los siguientes resultados son consecuencia de los ejemplos 22 a 26. 
Ejemplo 30. El\espacio vectorial { 0 } tiene dimensión cero. 

Ejemplo 31. El espacio vectorial F n tiene dimensión n. 

y 

Ejemplo 32. El espacio vectorial AA ni>I11 (F) tiene dimensión mn. 
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Ejemplo 33. El espacio vectorial P n (F) tiene una dimensión n + 1. 

Ejemplo 34. El espacio vectorial P(F) es dimensionalmente infinito. 

Los dos ejemplos siguientes demuestran que la dimensión de un espa- 
cio vectorial depende de su campo de escalares. 

i 

Ejemplo 35. El espacio vectorial de los números complejos tiene dimen- 
sión 1 sobre el campo de los números complejos. (Una base es {1}.) 

Ejemplo 36. El espacio vectorial de los números complejos tiene dimen- 
sión 2 sobre el campo de los números reales. (Una base es (1, /}.) 

Corolario 4. Sea V un espacio vectorial de dimensión n, y sea S un subcon- 
junto de V que genera a V y contiene como máximo n elementos . Entonces , 
S es una base para V y, por tanto , contiene exactamente n elementos . 

demostración. Existe un subconjunto de S tal que S ± es una base 
de V (Teorema 1.10). Por el corolario 3, S x contiene exactamente n ele- 
mentos. Pero S 1 C S y S contiene a lo más n elementos, luego S = S x y 
S es una base de V. ■ 

Ejemplo 37. Se tiene del ejemplo 18 y del corolario 4 que O 2 + 3x - 2, 
2* 2 ri- 5 a: — 3, — x 2 — 4x 4- 4} es una base para P 2 (#). 

Ejemplo 38. Se tiene del ejemplo 19 y del corolario 4 que 

c y- e :> (¡i) ’ c :> 

forma una base de M > x2 (R). 

Corolario 5. Sea p una base de un espacio vectorial V de dimensión n y sea 
S un subconjunto linealmente independiente de V que contiene m elemen- 
tos. Entonces , existe un subconjunto S x de p tal que S u S x es una base 
de V. 

demostración. Por el corolario 2 del Teorema 1.11 sabemos que 
m < n. Entonces, por el Teorema 1.11, existe un subconjunto Si de p 
que contiene exactamente n ~ m elementos tal que S U S x genera a V. 
Es obvio que SUS! contiene a lo más n elementos; así, el corolario 4 
implica que S U S 1 es una base de V. ■ 

Los Teoremas l.l'Ó y 1.11, sus cinco corolarios y el ejercicio 11 con- 
tienen toda una riqueza de información acerca de las relaciones entre 
conjuntos linealmente independientes, bases y conjuntos generatrices. Por 
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esta razón resumiremos los principales resultados de esta sección para 
situarlos en una mejor perspectiva. 

Una base de un espacio vectorial V es un subconjunto linealmente 
independiente de V que genera a V. Si V tiene una base finita, entonces 
cualquier base de V contiene el mismo número de vectores. Este número 
se llama dimensión de V, y se dice que V es dimensionalmente finito. 
Luego, si la dimensión de V es n, toda base para V contiene exactamente 
n vectores. Además, cada subconjunto de V linealmente independiente 
contiene no más de n vectores y puede ser tomado como base de V me- 
diante la inclusión de vectores adecuadamente escogidos. Por otra parte, 
cada conjunto generatriz de V contiene al menos n vectores y puede ser 
transformado en una base para V eliminando adecuadamente algunos de 
los vectores escogidos. La figura 6 describe estas relaciones. Veremos en 
la sección 2.4 que todo espacio vectorial sobre F de dimensión n es esen- 
cialmente el espacio F n . 




El siguiente ejemplo ilustra cómo pueden utilizarse estos resultados 
para obtener una importante conclusión no trivial. 

Sean c 0 , c l9 . . . , c n elementos distintos de un campo infinito F. Los 
polinomios f 0 (x), /,(*), ... , / n (j t), donde 

(* - Cp). ■ ■(* - Ci-^jx - Cui) . . . (X - Cn) 

(d - Co) . . . (c¿ - CVO (Ci - C i+ ,) . . . (a - Cn) 



j~o C i C j 

j*i 



/¿O) = 
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se llaman polinomios de Lagrange (asociados a c«, c l9 ... 9 c n ). Tomando 
a /¡O) como una función polinomial F F, se ve que 

<> 3 > 

Se utilizará esta propiedad de los polinomios de Lagrange para demos- 
trar que = {/o, fu ... , f n } es un subconjunto linealmente independiente 
de P n (F). Como la dimensión de P n (F) es n + 1 se tendrá por el coro- 
lario 1 del Teorema 1.11 que J3 es una base de P n (F). Para demostrar 
que fi es linealmente independiente, supóngase que: 

n 

2 tfi/i = 0 para algunos escalares a 0 , a l9 ... , a n , 

't=0 

donde 0 es la función cero. Entonces 

n 

2 a,f¡(Cj) = 0 para y — 0, 1, . . . , n. 

i= 0 

pero también 

n 

2 a¡f¡(Cj) = a¡ 

i=0 

por la ecuación (13). De aquí que a¡ — 0 para / = 0, 1, . . . , n y se 
tiene que J3 es linealmente independiente. 

Como J3 es una base para P n (F), toda función polinomial g en P^fF) 
es una combinación lineal de elementos de fí, esto es 

i=0 

Entonces 



g(c¡) = 2 bifiiCj) = b ¡ ; 

i-0 

así 

# = 2^(c¡)/¡ 

i=0 

es la representación única de g como combinación lineal de elementos de 
/?. Esta representación se llama ecuación de interpolación de Lagrange. 
Véase que el argumento anterior muestra que si b 0 , b u . . . , b n son cua- 
lesquiera n - h 1 elementos de F (no necesariamente distintas), entonces 
la función polinomial 

8 = 2 b t U 

t-0 

es el único elemento dé P n (F) tal que g{c¡) — bj. Luego entonces, hemos 
encontrado el único polinomio cuyo grado no excede a n que tiene valores 
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específicos b¡ en puntos dados c> en su dominio (/ = 0, 1, . . . , n). Por 
ejemplo, construyamos el polinomio real g de grado máximo 2 cuya 
gráfica contiene a los puntos (1, 8), (2, 5) y (3, —4). (Luego, con la 
notación anterior, c 0 = 1, c t = 2, c a = 3, b 0 — 8, b x — 5, y b 3 = —4.) 
Los polinomios de Lagrange asociados a c 0 , c,, y c. son 



í«(x ) 

fAx) 

y 

fAx) 



(x - 2)(x - 3) 
(1 - 2) (1 - 3) 
(X - l)(x - 3) 
(2 - 1 ) (2 - 3) 

(• x ~ 1 )(* - 2 ) 
(3 - 1 ) (3 - 2) 



De aquí, el polinomio deseado es 



^(x- - 5x + 6), 

— 1 (x 2 — Ax + 3), 

\{x ¿ - 3x + 2). 



£(*) = ¿b¡f¡(x) - 8 fAx) + 5 fAx) - 4 fAx) 

i -O 

- 4(x- - 5x + 6) - 5 (jc- - 4jc + 3) - 2(x 2 - 3x + 2) 



= — 3x- + 6jt + 5. 



Una consecuencia importante de la ecuación de interpolación de La- 
grange es el siguiente resultado: Si /£ P„(^) y /(c ; ) — 0 para n + 1 ele- 
mentos diferentes c<>, Ci, . . . , c« en F, / será la función cero. 

El siguiente resultado relaciona la dimensión de un subespacio con la 
dimensión del espacio vectorial que la contiene. 



Teorema 1.12. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V de dimensión 
n. Entonces , W es dimensionalmente-finito y dim( W) < n. Además , sí 
dim ( W) — n, en tonces W — V. 

demostración. Si W = {ó}, entonces W es dimensionalmente finito y 
dim(W) = 0 < w. De otra manera, existe un elemento no nulo en W, 
y así {jtj} es un conjunto linealmente independiente. Continuando en esta 
forma, tómense elementos x u . . . , x k en W tales que {x,, ... , x*} sea 
linealmente independiente. Este proceso debe terminar en una etapa donde 
{x,, ... , x*} sea linealmente independiente pero de manera que al aña- 
dir cualquier elemento de W se tenga un conjunto linealmente dependien- 
te (puesto que ningún subconjunto linealmente independiente de V puede 
contener más de n elementos). Entonces, W tiene una base finita que 
contiene no más de n elementos; esto es, dim(W) < n. 

Si dim(W) = n, entonces una base para W sería un subconjunto de 
V linealmente independiente que contuviera n elementos. Pero el corola- 
rio 1 del Teorema 1.11 implica que la base para W es también una base 
para V y se tiene que W = V. ■ 
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Corolario . Si W es un subespacio de un espacio V dimensionalmente finito , 
entonces W tiene una base finita y cualquier base para W es un subcon- 
junto de una base para V. 

demostración. El teorema muestra que W tiene una base finita S. Si ¡3 
es alguna base para V, entonces existe un subconjunto S x de ¡3 tal que 
S U S x es una base para V (Teorema 1.11). De aquí que S es un subcon- 
junto de una base para V. ■ 

Podemos utilizar el Teorema 1.12 para analizar geométricamente los 
subespacios de R 2 y R 3 . 

Como R 2 tiene dimensión 2 sobre R , los subespacios de R 2 pueden ser 
solamente de dimensiones 0, 1 ó 2. Los únicos subespacios de dimensiones 
0 ó 2 son {0} y R 2 , respectivamente. Cualquier subespacio de R 2 que 
tenga dimensión 1 consta de todos los múltiplos escalares de algún vector 
no nulo en R 2 (ejercicio 9 de la sección 1.4). 

Si algún punto de R 2 se identifica de manera natural con un punto del 
plano Euclidianó, entonces es posible describir los subespacios de R 2 geo- 
métricamente: Un subespacio de R 2 de dimensión 0 consta del origen del 
plano Euclidianó, un subespacio de R 2 de dimensión 1 consta de una 
recta que pasa por el origen y un subespacio de R 2 que tengan dimensión 
2 es todo el plano Euclidianó. 

Similarmente, los subespacios de R 3 deben tener dimensión 0, 1, 2 ó 
3. Interpretando estas posibilidades geométricamente, vemos que un sub- 
espacio de dimensión cero debe ser el origen del sistema coordenado 
Euclidianó en el espacio, un subespacio de dimensión 1 es una recta que 
pasa por el origen, un subespacio de dimensión 2 es un plano que pasa 
por el origen y un subespacio de dimensión 3 es el mismo espacio Eucli- 
diano de 3 dimensiones. 

Ejemplo 39. Sea W = {(ai, . . . , a 5 ) £ F’: a x + a 3 + a 5 = 0, a> — a 4 ). 
Entonces W es un subespacio de F 5 con { ( 1 , 0, 0, 0, — 1 ) , (0,0, 1,0, — 1 ) , 
(0, 1, 0, 1, 0)} como una base. Por tanto, la dimensión de W es 3. 

Ejemplo 40. El conjunto de las matrices diagonales de n x n forma un 
subespacio W de M nxn (F). (Ver ejemplo 8.) Una base para W es 
{Ai 11 , M 22 , . . . , M nn } donde M ij es la matriz definida en el ejemplo 24. 
Así, la dimensión de W es n. 

Ejemplo 41. Vimos en la sección 1.3 que el conjunto de las matrices 
simétricas de n x n forma un subespacio W de M nxll (F). Una base para 
W es { A ij : 1 </</<«}, donde A ij es la matriz de n x n que 

tiene 1 en el í-ésimo renglón y la j-é sima columna, 1 en el j-é simo renglón 
y z-ésima columna, y 0 en los demás términos. Por tanto, la dimensión de 
W es n + (n — 1 ) + ...,+ ! = i n(n + 1 ). 




52 Espacios vectoriales 



Ejemplo 42. El conjunto de polinomios de la forma a 18 x 18 + a 16 x 16 4- 
4- ... 4- a 2 x 2 4- Oo donde Oo, a ¡ , . . . , a le „ a 18 £ F, componen un subes- 
pacio W de P 19 (F) de dimensión 10 puesto que (1, x 2 , x 4 , . . . , jc 18 } es 
una base para W. 

Si Wi y W 2 son subespacios de un espacio vectorial V, vimos en la 
sección 1.3 que también lo son W x n W 2 y W t + W 2 . Es natural preguntar 
si las dimensiones de estos subespacios pueden calcularse directamente a 
partir de las dimensiones de W x y W 2 . Desafortunadamente esto no es posi- 
ble. Existe, sin embargo, una relación entre dim(W x 4-W 2 ), dim(W x ), 
y dim(W 2 ). 

Teorema 1.13 . Sean W x y W ;2 subespacios dimensionalmente finitos de un es- 
pacio vectorial V. Entonces , W x + W 2 es dimensionalmente finito y 

dim(W x 4- W 2 ) = dim(W x ) + dim(W 2 ) - dim(W x n W 2 ). 

demostración. Como Wi D W 2 es un subespacio de un espacio dimen- 
sionalmente finito Wt, Wi n W 2 tiene una base finita J3 0 = {x x , . . . , x*} 
(Teorema 1.12). Usemos el corolario del Teorema 1.12 para encontrar 
fii = {yi, • • . > y r } y = {zi, . . . , z™} tales que U £ x sea una base 
para W x y U /? 2 sea una base para W 2 . Demostraremos que U J3 1 U 

U J3¿ = {*i, . . . , x*, y x , . . . , y r , z u . . . , z™} es una base para W x + W 2 . 
Se seguirá que W x 4- W 12 es dimensionalmente finita y que 

dim(W x 4- W 2 ) = /: + r 4- m = 4- r) 4- (<: + m) - & 

= dim(Wi) 4- dim(W 2 ) - dim(W x D W l2 ). 

Para demostrar que J3 0 U /? x U J3 2 es una base para W x + W 2 , demos- 
traremos primero que J3 0 U U p 2 es linealmente independiente. Supón- 
gase que 

ütXt 4- ... 4- OkX k + b x y x 4- ... 4- b r y r 4- c x Zi 4- ... 4- c m Zm = 0 
para algunos escalares a l9 ... 9 a^ 9 b l9 ... 9 b r , c x , . . . , c m . Sea 
v 0 = a x x x 4- ... 4- OkX k , v x = b,y x 4- ... 4- b r y r , 



y 



v 2 = C x Zi 4- ... 4- CmZm^ 

obsérvese que v 0 € W x n W 2 , v x € W x ,y v 2 £ W 2 . La igualdad anterior pue- 
de expresarse como v 0 4- v x 4- v 2 ( = 0\ así, v 0 4- v x = —v 2 . En esta última 
igualdad el miembro izquierdo es un elemento de W x y el miembro derecho 
es un elemento de W 2 . Entonces — v 2 es tanto un elemento de W x como 
de W 2 , esto es, — v 2 € W* n W 2 . Como {x x , . . . , x k } es una base para 
W x H W 2 , existen escalares d l9 ... 9 d* tales que — v 2 — d x x x 4- ... 4- 
4- dipc^. Ahora bien, 
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O = v 0 + Vi -f v 2 

= Ui*i + - . . + o***) + (b 1 y l + . . . + ft r y r ) 

+ (-¿iJfi - ... - <4**) 

= («i - d^x, + . . . + (a* — d*)x fc + + . . . + b r y r . 

Así tenemos una combinación lineal de elementos de /? 0 U fi Y que es igual 
al vector cero; pero fi 0 U /? x es un conjunto linealmente independiente, y 
así a x ~ d x = . . . = a k — d k — — . . . = b r — 0. De aquí que v x — 0. 

Entonces 

0 = v 0 + Vi + v 2 = v 0 + v 2 = fliJCi + . . . + a k x k + CiZi + . . . + c m z m , 

de manera que una combinación lineal de elementos de J3 0 U J3 2 es igual 
al vector cero. Como antes, el hecho de que J3 0 U fi 2 sea un conjunto lineal- 
mente independiente implica que a 1 — . . . = a k = Ci = ... — c m = 0. 
Como — ... = a* = b x = ... = b r = Ci = ... = c m = 0, hemos de- 
mostrado que /? 0 U /?! U /? 2 es linealmente independiente. 

Falta demostrar que J3 0 U U /3 2 genera a W x + W 2 . Pero ahora te- 
nemos que L(fi o U /3 X ) = W x y L(^ 0 U j 8 2 ) = W 2 puesto que U y 
/3 0 U fi 2 son bases para W x y W 2 , respectivamente. Pero 

L(fi 0 Uftü 0 2 ) - L((j9 0 U ft) U (/3o U /? 2 )) 

= L(0o U fr) + L(fi 0 U p 2 ) 

= W x + W 2 

por el ejercicio 12 de la sección 1.4. De aquí que fi 0 U fi x U f$ 2 genera 
aWj-f W 2 , lo cual completa la demostración. ■ 

Como una consecuencia inmediata de este resultado, se tiene el si- 
guiente corolario de utilidad. 

Corolario. Sean W t y W 2 subespacios dimensional mente finitos de un espacio 
vectorial V tales que V = W, + W 2 . Luego, V es la suma directa de W, 
y W 2 si y sólo si 

dim(y) — dimONx) + dim{ W 2 ). 

Ejemplo 43. Sea c un elemento de un campo infinito F, sea W x el con- 
junto de todas las funciones constantes en P n (F), y defínase como 
W 2 = {/(jc) € P n (F); /(c) — 0}. Puede verse fácilmente que W x y W 2 
son subespacios de P n (F) y que P n (F) = W X ®W 2 . (Obsérvese que para 
cualesquiera f(x) £ P n (F), g(x) = /(c) 6 W x , /i(*) = /(*) — /(c) € W 2 , 
y f(x) = g(;t) + h(x).) Como la función constante p(jt) = 1 claramen- 
te constituye una base para W x , se deduce del corolario anterior que 

dim(W 2 ) = dim(P n (F) ) - dimCW,) = (n + 1) - 1 = n. 
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EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) El espacio vectorial cero no tiene base. 

(b) Todo espacio vectorial generado por un conjunto finito tiene una 
base. 

(c) Todo espacio vectorial tiene una base finita. 

(d) Un espacio vectorial no puede tener más de una base. 

(e) Si un espacio vectorial tiene una base finita, entonces el número de 
vectores en todas las bases es el mismo. 

(f) La dimensión de P n (F) es n. 

(g) La dimensión de M mxll (F) es m + n. 

(h) Suponer que V es un espacio vectorial dimensionalmente finito, que 
S x es un subconjunto linealmente independiente de V y que S 2 es un 
subconjunto de V que genera a V. Luego, Sx no puede tener más 
elementos que S 2 . 

(i) Si S genera al espacio vectorial V, entonces todo vector en V puede 
escribirse como una combinación lineal de elementos de S de una 
sola manera. 

(j) Todo subespacio de un espacio dimensionalmente finito es dimensio- 
nalmente finito. 

(k) Si V es un espacio vectorial de dimensión n, entonces V tiene exacta- 
mente un subespacio de dimensión 0 y exactamente un subespacio de 
dimensión n. 

(l) Si W x y W 2 son subespacios dimensionalmente finitos de un espacio 
vectorial, entonces dim(Wx -f W 2 ) = dimXWi) + dim(W 2 ). 

2 . Determinar cuáles de los siguientes conjuntos son bases para R 3 . 

(a) {(1,0, -1), (2,5, 1), (0, -4,3)} 

(b) {(2, -4, 1), (0,3, -1), (6,0, -1)} 

(c) {(1,2, -1), (1,0,2), (2, 1, 1)} 

(d) {(-1,3, 1), (2, -4, -3), (-3, 8,2)} 

(e) {(1, -3, -2), (-3, 1, 3), (-2, -10, -2)} 

3 . Determinar cuáles de los siguientes conjuntos son bases para P 2 (F). 

(a) { — 1 — jc + 2x\ 2 + x - 2x\ 1 - 2x + 4* 2 } 

(b) {1 + 2x + * 2 , 3 + * 2 , * + x 2 } 

(c) {1 + 4x - 2* 2 , —2 ,+ 3x - x 2 , -3 - 12* + 6* 2 } 

(d) {-1 + 2x + 4* 2 , 3 - 4x - 10x 2 , -2 - 5* - 6* 2 } 

(e) {1 4 - 2x — * 2 , 4 — 2x ~r * 2 , — 1 + 18* — 9* 2 } 



4 . ¿Generan los polinomios x Á — 2x 2 + 1, 4* J — *+3 y 3* — 2 a P 3 (F)? 
Justifique su respuesta. 
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5 . ¿Es {(1, 4, -6), (1, 5, 8), (2, 1, 1), (O, 1, 0)} un subconjunto lineal- 
mente independiente de R 3 ? Justifique su respuesta. 



6 . Dar tres bases diferentes para F 2 y para M 2)!2 (F). 

7. Los vectores jti =(2, —3, 1), x 2 = (1, 4, —2), x 3 — ( — 8, 12, —4), 
* 4 = (1, 37, -17), yi s = (-3, -5, 8) generan a R 3 . Encontrar un sub- 
conjunto de {*,, x 2 , x 3 , x 4 , A' r , } que sea una base para R 3 . 



8 . Sea V el espacio vectorial que consta de todos los vectores de R 5 para los 
cuales la suma de las coordenadas es cero. Los vectores 



x 3 = (2, -3, 4, 
jc 3 = (3, -2, 7, 
x 5 = (-1, 1, 2, 
= ( 1 , 0 , - 2 , 



-5,2), 


x 2 = (- 


-9, 1), 


X t = (2, 


l. ~3), 


Xe - (0, 


i, -2), 


*8 = (2, 



>, 9, -12, 15, -6), 
- 8 , 2 , - 2 , 6 ), 

-3, -18, 9, 12), 
-1, 1, -9,7) 



generan a V. Encontrar un subconjunto de {jc,, . . . , x s } que sea una base 
para V. 



9. Los vectores Jti = (1, 1, 1, 1), x 2 = (0, 1, 1, 1), x 3 = (0, 0, 1, 1), y 
x 4 = (0, 0, 0, 1) forman una base para F 4 . Encontrar la única representa- 
ción de un vector arbitrario (a,, a 2 , a 3 , a 4 ) en F 4 como combinación lineal 
de los vectores x 2 , x 3 , y x 4 . 

10 . Sea 

V = M 2 x 2 (F), Wl= {(c a) €V: a. 

y 

w =={(-° ?) ev: 

Demostrar que W x y W 2 son subespacios de V y encontrar las dimensiones 
de W„ W 2 , W, + W 2 , y W x Pl W 2 . 



11. * Sea V un espacio vectorial de dimensión n y sea S un subconjunto de V 

que genera a V. 

(a) Demostrar que S contiene al menos n elementos. 

(b) Demostrar que un subconjunto de S es una base para V. (Tenga cui- 
dado de no suponer que S sea finito.) 

12. Sean W t y W 2 subespacios de un espacio vectorial V de dimensiones m y n, 
respectivamente, donde m > n . Demostrar que dim(W L n W 2 < n y 
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dimíWi + W 2 ) < m 4- n. Dar ejemplos de subespacios de R 3 donde cada 
desigualdad se convierta en igualdad. 

13. Sea { x , y } una base de un espacio vectorial V. Mostrar que tanto {x + y , 
x — y} como { ax , by} son bases para V, donde a y b son escalares arbi- 
trarios no nulos. 

14. Suponer que V es un espacio vectorial con una base {x u x 2 , x 3 }. Demostrar 
que {*! +r 2 + x :h x 2 + * 3> x ¿ } también es una base para V. 

15. El conjunto de soluciones para el sistema 

f x 1 — 2 x 2 + jt 3 = 0 
\2xí — 3x 2 + x 3 — 0 

es un subespacio de R 3 . Encontrar una base para este subespacio. 

16. Encontrar bases para los siguientes subespacios de F r> : 

w * = { («i, a 2 , a 2 , a 4 , a 5 ) € F 5 : a, - a 3 - a A = 0} 

y 

W 2 = {(«i, a 2 , a 3 , a 4 , a 5 ) £ F 5 : a 2 = a 3 = a 4 , ^ + a 5 ~ 0}. 

¿Cuáles son las dimensiones de Wj y W 2 ? 

17. El conjunto de todas las matrices ác n x n cuya^ traza es igual a cero es 

un subespacio W de M nxn (F). (Ver Ejemplo 1.1.) Encontrar una base para 

W. ¿Cuál es la dimensión de W? 

18. El conjunto de todas las matrices triangulares de n x n es un subespacio 

W de M nfxn (F). (Ver Ejercicio 12 de la Sección E3.) Encontrar una base 

para W. ¿Cuál es la dimensión de W? 

19. El conjunto de todas las matrices antisimétricas de n x n es un subespacio 
W de M nxn (F). (Ver Ejercicio 25 de la Sección 1.3.) Encontrar una base 
para W. ¿Cuál es la dimensión de W? 

20. (a) Sean \N 1 y W 2 subespacios de un espacio vectorial V tales que 

V — Wi 0 W 2 . Si y /? 2 son bases para W 2 y W 2 , respectivamente, 
demostrar que H - 0 y que U /? 2 es una base para V. 

(b) Recíprocamente, sean y /? 2 bases disjuntas para subespacios y 
W 2 , respectivamente, de un espacio vectorial V. Demostrar que si 
/?i U y? 2 es una base para V, entonces V — Wj 0 W 2 . 

21. Completar la demostración del Teorema 1.9. 
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22. Sea W un subespacio de un espacio vectorial dimensionalmente finito V. 
Determinar la dimensión del espacio vectorial V/W, el espacio cociente de 

V módulo W. (Ver Ejercicio 29 de la Sección 1.3.) Justifique su respuesta. 

23. Encontrar una base para el espacio vectorial de sucesiones no nulas en un 
campo F. (Ver ejemplo 5.) 

24. Demostrar que si. W l es un subespacio cualquiera de un espacio vectorial 
dimensionalmente finito V, entonces existe un subespacio W 2 de V: tal que 

V = Wi ® W 2 . 

25. Demostrar que un espacio vectorial es dimensionalmente infinito si y sólo 
si contiene un subconjunto infinito linealmente independiente. 



1.7* SUBCONJUNTOS MAXIMOS LINEALMENTE INDEPENDIENTES 

En esta sección extenderemos algunos resultados importantes de la sec- 
ción 1.6 de manera que incluyan espacios vectoriales dimensionalmente 
infinitos. Nuestra meta principal es demostrar que todo espacio vectorial 
tiene una base. Este resultado es fundamental para el estudio de espacios 
vectoriales dimensionalmente infinitos, ya que a menudo es extremada- 
mente difícil construir explícitamente una base para tales espacios. 

La dificultad que surge al expandir los teoremas de la sección anterior 
a espacios dimensionalmente infinitos es que el principio de inducción 
matemática, que jugó un papel fundamental en muchas de las demostra- 
ciones de la sección 1.6, ya no es válido. En vez de ello, utilizaremos un 
principio más general llamado principio de maximidad, el que requiere 
de la siguiente terminología. 

Definición. Sea 7 una familia de conjuntos. Un miembro M de 7 se llama máxi- 
mo (en relación con la inclusión de conjunto), si ningún miembro de 7 
contiene propiamente a M. 

Ejemplo 44. Sea 7 la familia de todos los subconjuntos de un conjunto 
no vacío S (7 se denomina conjunto potencia de S ). Se puede ver fácil- 
mente que S es el elemento máximo de 7. 

Definición. Una colección de conjuntos C se denomina cadena si, para cada 
par de conjuntos A y B en 6, se tiene que A C B o B C A. 

Ejemplo 45. Sea A n el conjunto que consta de los enteros 1,2 
Entonces 6 = {A n : n — 1, 2, 3, . . . } es una cadena; de hecho A m C A n 

si y sólo si m < n. 
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Con esta terminología ya podemos expresar el principio de maxi- 
midad. 

Principio de Maximidad. Sea J una familia de conjuntos. Si, para cada cade- 
na CC?, existe un miembro de 7 que contiene a cada uno de los miem- 
bros de 6, entonces 7 contiene un elemento máximo. 

Como el principio de maximidad garantiza la existencia de elementos 
máximos en una familia de conjuntos, será útil reformular la definición 
de una base en términos de la propiedad de maximidad. Demostraremos 
posteriormente que esta reformulación es equivalente a la definición origi- 
nal de base. 

Definición . Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. Un subconjunto 
máximo linealmente independiente de S es un subconjunto B de S que 
satisface las siguientes condiciones : 

(a) B es linealmente independiente. 

(b) Cualquier subconjunto de S que contenga propiamente a B es 
linealmente dependiente. 

Ejemplo 46. El ejemplo 16 muestra que {je 3 - 2x 2 — 5x - 3, 3x 3 — 
— 5x 2 — 4x — 9} es un subconjunto máximo linealmente independiente 
de 

5 = [2x 3 - 2x 2 + \2x - 6, * 3 - 2x 2 - 5x ~ 3, 3x 3 - 5* 2 - 4x - 9} 

en P 3 (#). En este caso, sin embargo, se puede demostrar fácilmente que 
cualquier subconjunto de dos elementos de S es un subconjunto máximo 
linealmente independiente de S. De aquí que los subconjuntos máximos li- 
nealmente independientes de un conjunto no necesariamente son únicos. 

Una base /? para un espacio vectorial V es un subconjunto máximo li- 
nealmente independiente de V, ya que: 

(a) es, por definición, linealmente independiente. 

(b) Si x £ V, x $ /?, entonces U {*} es linealmente independiente 
de acuerdo con el lema del Teorema 1.10, puesto que L(f3) = V. 

Nuestro siguiente resultado muestra que la recíproca de este argumento 
también es verdadera. 

Teorema 1.14 . Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V tal que S gene- 
ra a V, y sea ¡3 un subconjunto máximo lineal mente independiente de S. 
Entonces f3 es una base para V. 

demostración. Puesto que ¡3 es linealmente independiente, es suficiente 
demostrar que J3 genera a V. Supóngase que S C L(£); entonces existe 
x € S tal que x $ L(/3). Pero entonces el lema del Teorema 1.10 implica 
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que ¡8 U {*} es linealmente independiente, lo que es una contradicción a 
la maximidad de p . Luego entonces S C L(p). Por tanto, como L(S) = V, 
se tiene del ejercicio 11 de la sección 1.4 que L(p) — V. ■ 

Corolario. Un subconjunto p de un espacio vectorial V es una base para V 
si y sólo si p es un subconjunto máximo linealmente independiente de V. 

En vista de nuestro corolario anterior, podemos llegar a asegurar que 
todo espacio vectorial tiene una base al demostrar que todo espacio vecto- 
rial contiene un subconjunto máximo linealmente independiente. Este re- 
sultado se deduce de una manera inmediata a partir de nuestro siguiente 
teorema. 

Teorema 1.15. Sea S un subconjunto linealmente independiente de un espacio 
vectorial V. Existe un subconjunto máximo linealmente independiente de 
V que contiene a S. 

demostración. Sea J la familia de todos los subconjuntos linealmente 
independientes de V que contienen a S. Utilizaremos el principio de maxi- 
midad para demostrar que J contiene un elemento máximo. Con el objeto 
de aplicar el principio de maximidad debemos demostrar que si <2 es pna 
cadena en ?, entonces existe un miembro U de 7 que contiene a cada 
miembro de C. Demostraremos que U, la unión de los miembros de 6, es 
el conjunto deseado. Como es evidente que U contiene a cada miembro 
de <2, basta con demostrar que U £ J, es decir, que U es un subconjunto 
linealmente independiente de V que contiene a S. Ahora bien, cada ele- 
mento de C es un subconjunto de V que contiene a S; de aquí S C U C V. 
Para demostrar que U es linealmente independiente, sean w,, ... , u„ vec- 
tores en U y c l9 . . . , c n escalares tales que c x u } -f . . . + c n u„ = 0. Como 
u t £ U para i = 1, . . . , w, existen conjuntos A¡ en @ tales que u¡ £ A¡. 
Pero como C es una cadena, uno de los conjuntos A u ... , A n , por ejem- 
plo A kl contiene a los demás. Entonces u u . . . , u n £ A k para i = 1, . . . , n. 
Sin embargo, A k es un conjunto linealmente independiente, de manera que 
CiW, + . . . + c n u n = 0 implica que c x = . . . = c„ = 0. Por lo tanto, U 
es linealmente independiente. 

El principio de maximidad implica que J contiene un elemento máxi- 
mo, y se ve fácilmente que este elemento máximo es un subconjunto 
máximo linealmente independiente de V que contiene a S. ■ 

Corolario. Todo espacio vectorial tiene una base. 

Puede demostrarse, de una manera semejante a la del Corolario 3 del 
Teorema 1.11, que toda base para un espacio vectorial dimensionalmente 
infinito tiene la misma cardinalidad. (Consultar, por ejemplo, a N. Jacob- 
son, Lecturas sobre Algebra Lineal , III, pág. 154, D. Van Nostrand Com- 
pany, Nueva York, 1964.) 
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Los ejercicios 2 a 5 extienden otros resultados de la sección 1.6 para 
incluir espacios dimensionalmente infinitos. 



EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) Toda familia de conjuntos contiene un elemento máximo. 

(b) Toda cadena contiene un elemento máximo. 

(c) Si una familia de conjuntos tiene un elemento máximo, entonces tal 
elemento máximo es único. 

(d) Si una cadena de conjuntos tiene un elemento máximo, entonces tal 
elemento máximo es único. 

(e) Una base de un espacio vectorial es un subconjunto máximo lineal- 
mente independiente de ese espacio vectorial. 

(f) Un subconjunto máximo linealmente independiente de un espacio vec- 
torial es una base para tal espacio vectorial. 

2. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V (no necesariamente dimen- 
sionalmente finito). Demostrar que cualquier base para W es un subcon- 
junto de una base para V. 

3 . Demostrar la siguiente versión dimensionalmente infinita del Teorema 1.9: 
Sea /? un subconjunto de un espacio vectorial V dimensionalmente infinito. 
Entonces ¡3 es una base para V si y sólo si para cada vector y no nulo en 
V existen vectores únicos x u . . . , x n en J3 y escalares no nulos únicos 
Ci, . . . , c n tales que y = c t Xi + . . . + c n x n . 

4 . Demostrar la siguiente generalización del Teorema 1.10: Sean S , y S> sub- 

conjuntos de un espacio vectorial V tales que C S 2 . Si S, es linealmente 
independiente y S 2 genera a V, entonces existe una base / 3 para V tal que 
Si C ¡3 C So. Sugerencia: Aplicar el principio de maximidad a la familia 

de todos los subconjuntos linealmente independientes de S 2 que contienen 
a Si y proceder como se hizo en la demostración del Teorema 1.15. 

5. Demostrar la siguiente generalización del Teorema 1.11. Sea (3 una base 
para un espacio vectorial V y sea S un subconjunto linealmente indepen- 
diente de V. Existe un subconjunto S 1 de J3 tal que S U es una base 
de V. 
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Capitulo 2 



Transformaciones lineales 
y matrices 

En el capítulo 1 desarrollamos la teoría de espacios vectoriales abstractos 
con bastante detalle. Ahora es natural considerar a aquellas funciones defi- 
nidas en espacios vectoriales que en cierto sentido “conservan” la estruc- 
tura; estas funciones especiales se denominan “transformaciones lineales” 
y son abundantes en las matemáticas puras como en las aplicadas. En el 
cálculo, las operaciones de diferenciación e integración nos proporcionan 
dos de los ejemplos más importantes de transformaciones lineales (ver 
ejemplos 1 y 2). Estos dos ejemplos nos permiten reformular muchos de 
los problemas de ecuaciones diferenciales e integrales en términos de trans- 
formaciones lineales en espacios vectoriales particulares (ver las seccio- 
nes 2.7 y 5.2). 

En geometría, las rotaciones, reflexiones y proyecciones (ver ejem- 
plos 5, 6 y 7) nos proporcionan otra clase de transformaciones lineales, 
las que utilizaremos posteriormente para estudiar los movimientos rígidos 
en R 11 (sección 7.8). 

En los capítulos restantes veremos ejemplos adicionales de transforma- 
ciones lineales en las ciencias físicas y sociales. 

A lo largo de este capítulo supondremos que todos los espacios vecto- 
riales están definidos sobre un campo ordinario F. 



2.1 TRANSFORMACIONES LINEALES , ESPACIOS 
NULOS Y RANGOS 

En esta sección consideraremos un gran número de ejemplos de trans- 
formaciones lineales, muchas de las cuales serán estudiadas con más de- 
talle en secciones posteriores. 

Definición. Sean V y W espacios vectoriales (sobre F). Una función T: V — > W 
se llama transformación lineal de V en W si para toda x, y£V y c£F 
tenemos que 
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(a) T(x + y) = T(x) + T(y). 

(b) T (ex) = cT(x). 

A menudo denominaremos a T simplemente lineal. El lector deberá 
verificar los siguientes hechos sobre la función T: V-^W. 

1. Si T es lineal, entonces T (0) = 0. 

2. T es lineal si y sólo si T (ax + y) = aT(x) + T(y) para toda 
x, y € V y a £ F. 

3. T es lineal si y sólo si para x„ . . . , x„ € V y a u . . . , a„ € F te- 
nemos que 

T(2 a¡x,) = 2 aJ(x¡). 

i-l i - 1 

Generalmente utilizaremos la propiedad 2 para demostrar que una 
transformación dada es lineal. 

Ejemplo 1. Sea V = P„(7?) y W = P n ,(7?) y defínase T: V-> W me- 
diante T (/) = /', donde f es la derivada de f. Para demostrar que T es 
lineal, sean g y h vectores en P„(7?) y a£ R. Tenemos que T (ag + h) — 
= ( a g + h)' = ag' + h' = aT(g) + T(7j). Entonces, de acuerdo con la 
propiedad 2, T es lineal. 

Ejemplo 2. Sea V = C(7?) el espacio vectorial de funciones continuas 
de variable real en R. Sean a, b£ R, a<b y defínase T: 7? me- 

diante T (/) = I f(t)dt para toda / £ V. Entonces, por las propiedades 

Ja 

elementales de las integrales, T es una transformación lineal. 

Dos ejemplos muy importantes de’ transformaciones lineales que pue- 
den aparecer a menudo en el resto del libro y que, por tanto, merecen 
tener una notación propia, son la transformación identidad y la transfor- 
mación cero. 

Para espacios vectoriales V y W (sobre F) definimos la transformación 
identidad I : V V mediante I v (x) = x para toda * € V y la transfor- 
mación cero T 0 : V — » W por T 0 (^) = 0 para toda x £ V. Es evidente que 
ambas transformaciones son lineales. A menudo escribiremos I en vez 
de ! v . 

Veremos ahora algunos ejemplos adicionales de transformaciones li- 
neales. 

Ejemplo 3. Defínase 

T: R 2 — » R 2 por T (a u a ¿ ) = ( 2a , + a>, a,). 

Para demostrar que T es lineal, sean 
x, y € R 2 , ^ = (b u b 2 ), 



y = (di, d 2 ), y sea c£F. 
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Como 



ex + y = (cb, 4- d u cb 2 4- d 2 ). 



tenemos 

T(cx + y) = (2 (cb, + d x ) + cb 2 + d 2 , cb 1 -f d,). 

También 



cT(x) + T (y) - c(2b, + b 2 , b,) + (2^1+ d 2 , ¿i) 

= (2 cb, + c¿> 2 + 2d x + d 2 , cb , + d ,) 

= (2 (cb, + d,) + cb 2 + d 2 , cb, + d,). 



Por lo tanto, T es lineal. 



Ejemplo 4. Defínase T: M mxn (F) — » M mxn (F) mediante T (A) — A 1 , 
donde A 1 es tal como se definió en la Sección 1.3. Entonces, T es una 
transformación lineal por el ejercicio 3 de la Sección 1.3. 

Como veremos en las Secciones 7.7 y 7.8, las aplicaciones del álgebra 
lineal a la geometría son vastas y variadas. La razón principal de esto es 
que la mayor parte de las transformaciones geométricas son lineales. Tres 
transformaciones particulares que ahora consideraremos son la rotación, 
la reflexión y la proyección. Dejaremos al lector las demostraciones de 
linealidad. 



Ejemplo 5. Para 0 < 0 < 2n definamos T e : R 2 R 2 mediante 
T e (a„ a 2 ) = (a, eos 9 — a 2 sen 9, a, sen 9 + a 2 eos 9 ). 

T e se denomina rotación en 6. (Ver Fig. 2.1 (a).) 

Ejemplo 6 . Defínase T: R 2 — > R 2 mediante T (a,, a 2 ) = (a,, — a 2 ). T se 
denomina reflexión en torno al eje x. (Ver Fig. 2.1 (b).) 

Ejemplo 7. Defínase T: R 2 R 2 mediante T(a„ a 2 ) = (a,, 0). T se de- 
nomina proyección sobre el eje x. (Ver Fig. 2.1 (c).) Nótese que si hacemos 
W x = {(a, 0): a(/?}yW 2 = {(0, a): a£ R} entonces R 2 = W x © W 2 , 



* 



(a) 





(b) 



figura 2.1 



(O 
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por lo que para toda x £ R 2 existen vectores únicos jc x € W x y x 2 £ W 2 
tales que x = jti. + * 2 y T (jc) = jcl 

El ejemplo 7 sugiere la siguiente definición. 

Definición . Sean V wn espacio vectorial y W 3 un subespacio de V. Una función 
T: V V se //ama proyección sobre W T ¿7 

(a) Existe un subespacio W 2 tal que V = Wi ® W 2 

(b) Para x = x t + x 2 , donde x 2 6 W x y x 2 £ W 2 , tenemos T(x) — x lt 

Se deja como ejercicio para el lector demostrar que T es lineal y que 
W, = {jc: T(jc) = x). 

Ahora supóngase que existe un subespacio W' ^ W 2 tal que V — 
Wi © W'. Defínase U: V V mediante U(jc) — Jti donde jc = jti + Jt' 2 , 
*1 6 Wi, y jc 2 € W'. Entonces, U es otra proyección sobre W a y de nuevo 
W x = {x: U(jc) = jc}. Por ejemplo, en el Ejemplo 7 sea 

W' 2 - {(a, a): a€ R), 

tal que 

(a,, a 2 ) = (a, - a 2 , 0) + (a 2 , a 2 ) y U^, a 2 ) — (a x - a 2 , 0). 

Entonces existen tantas proyecciones en Wi como subespacios en W 2 
que satisfacen V — W x ® W 2 . Veremos en el Capítulo 7 que la proyec- 
ción descrita en la figura 2.1 (c) es la proyección “natural” a ser estudiada. 
Este tipo de proyección se llamará “proyección ortogonal” y está deter- 
minada de manera única por el subespacio W lt 

En el Ejercicio 14 de la Sección 2.3 se dará una caracterización de las 
proyecciones, la que nos permitirá determinar fácilmente si una transfor- 
mación lineal es o no una proyección. 

Ahora pondremos atención a dos conjuntos muy importantes asociados 
con las transformaciones lineales: el “rango” y el “espacio nulo”. La de- 
terminación de estos conjuntos nos permitirá examinar más de cerca las 
propiedades intrínsecas de una transformación lineal. 

Definiciones . Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V — » W lineal. Defini- 
mos al espacio nulo (o kernel) N(T) de T como el conjunto de todos los 
vectores x en V tal que T(x) — 0; es decir, N(T) = {x£ V: T(x) = 0}. 
Definimos al rango (o imagen) R(T) como el subconjunto de W que consta 
de todas las imágenes ( bajo T) de los elementos de V; es decir, R(T) = 

{T(x>: xeV}. 

Ejemplo 8. Sean V y W espacios vectoriales y sean I: V— »V y T 0 : 
V — > W respectivamente las transformaciones identidad y cero, tal como 
se definieron anteriormente. Entonces N(l) = {0}, R(l) — V, N(T 0 ) — V 
y R(T 0 ) = {0}. 
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Ejemplo 9. Sea T: R 3 R 2 definida mediante T (a u a 2 , a A ) = (a t — a ly 
2a A ). Se deja como ejercicio verificar que N(T) = {(a, a, 0) : a£ R} y 
R(T) = R 2 . 

En el ejemplo 7 se ve fácilmente que los subespacios W, = R(T) y 
W 2 — N(T). El teorema siguiente nos dice que éste es el caso para todas 
las proyecciones. 

Teorema 2.7. Sea V un espacio vectorial y W x un subespacio de V. Sea T una 
proyección sobre y sea W 2 tal como en la dejMición de proyección. 
Entonces 

W a — R(T) y w 2 = N(T). 

demostración. Como se observó anteriormente, W L = {x: T(x) = x}. 
Por lo tanto, ^N l C R(T). Si x£R(T), entonces: x = T(y) para alguna 
y 6 V. Pero y ~ y , + y 2 , donde y, y y 2 6 W 2 , y entonces x == y x . Por 
lo tanto, W, = R(T). 

Como es evidente que W 2 C N(T), únicamente necesitamos demostrar 
que N(T) C W 2 . Con este fin, sea x£N(T). Entonces x = x A 4- x 2 con 
Xi € W t y x 2 £W 2 . Así, 0 — T (jc) = x l9 y por lo tanto x ~ x> £W 2 . ■ 

Este teorema nos dice que W 2 queda determinada de manera única por 
la proyección de T sobre W t . Además, como T es una proyección sobre 
su rango, utilizaremos sencillamente el término “proyección” sin mencio- 
nar al subespacio NA/V 

Acabamos de observar en el caso en que T es una proyección que N(T) 
y R(T) son subespacios de V. Puede obtenerse el mismo resultado con 
cualquier transformación lineal. 

Teorema 2.2. Sean V y W espacios vectoriales y T : V — > W lineal. Entonces 
N(T) y R(T) son subespacios de V y W, respectivamente. 

demostración. Para aclarar la notación, usaremos los símbolos 0 V y 
0 W para denominar, respectivamente, a los vectores cero de V y W. 

Como T(0 V ) = 0 W , tenemos que 0 V e N(T). Sean x¡£N(T) y 
c£ F. Entonces T(x + y) = T(x) + T(y) = 0 W + 0 W = 0 W , y T(cx) = 
cT(x) = c0 w = 0 W - P° r 1° tanto x E y€N(T) y cx£N(T), de manera 
que N(T) es un subespacio de V. 

Como T(0 V ) — 0w> tenemos que 0 W £ R(T). Ahora sean x, y£ R(T) 
y c£F. Entonces, existen v y w en V tales que T(v) = x y T(w) »= y. 
Así, T(v + w) = T(v) + T (w) = x + y, y T(cv) — cT(v) = ex. Por lo 
tanto, x + y£R(T) y cx£R(T), de manera que R(T) es un subespacio 
deW. | 

Tal como en el Capítulo 1, mediremos el “tamaño” de un subespacio 
por su dimensión. Los dos subespacios anteriores son tan importantes que 
dedicaremos atención especial a sus dimensiones respectivas. 
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Definiciones . Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V— »W lineal. Si 
N(T) y R(T) son dimensionalmente finitos , entonces definimos la nulidad 
de T, expresada como nulidad (T), y e/ rango de T, expresado como ran- 
go (T), como te* dimensiones de N(T) y R(T), respectivamente . 

Reflexionando sobre la acción de una transformación lineal, vemos in- 
tuitivamente que mientras más grande es la nulidad menor es el rango. 
En otras palabras, mientras más vectores van a dar al cero, menor es el 
rango. El mismo razonamiento nos dirá que mientras más grande sea 
el rango, menor es la nulidad. Este balance entre el rango y la nulidad se 
hará más preciso en el teorema siguiente. 

Teorema 2.3. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V-* W lineal. Si V 
es dimensionalmente finito , entonces nulidad (T) + rango ( T) = dim(V). 

demostración. Supóngase que dim(V) = n, y sea {x u . . . , x *} una 
base para N(T). Por el corolario del Teorema 1.12 podemos extender 
{*i, ..,**} a una base /? = {x u . . . , x n } para V. Demostraremos que 
el conjunto S = {T(x k+1 ), . . . , T(x n )} es una base para R(T). 

Primero demostraremos que S genera a R(T). Sea yGR(T). Entonces 
existe *€V tal que y = T(x). Como es una base para V, tenemos que 

n 

x = 2 «í*í para algunas a u , a n £F. 

i = l 

Como T es lineal se tiene que 

y = T(jr) = ¿ ffiT(jti) = 2 «íT(jti) £L(S) 

i = 1 i -fc + 1 

La última igualdad se obtiene de que x u ... , jt*£N(T). 

Ahora demostraremos que S es linealmente independiente. Supóngase 
que 

n 

2 MC*í)= 0 para b k+l , . . . , b n £F. 

i = k + 1 

De nuevo, utilizando el hecho de que T es lineal, tenemos que 
/ T( 2 b iXi ) - 0. 

i=k + 1 

Entonces 

2 Mí€N(T). 

i=k+ 1 

Por lo tanto existen c u . . . , c k £F tales que 

n k k n 

2 biXi — 2 CíXí o bien 2 (— c { )Xi + 2 b { Xi — 0. 

i=fc+l i = 1 i = X i = fc + 1 
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Como fi es una base para V, tenemos que = 0 para toda /. Por lo tan- 
to, S es linealmente independiente. ■ 

La demostración anterior permite obtener el corolario siguiente. 

Corolario . Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V W lineal. Si V tiene 
una base fi = [x l9 . . . , x n }, entonces R(T) = L(T(/?)) = L({T(X!), . . . , 
T(x n )}). 

Este corolario nos dice que la imagen de una base para el dominio de 
una transformación lineal es un conjunto generador para el rango de la 
transformación. Por lo tanto, este corolario proporciona un método para 
encontrar una base para el rango de una transformación lineal. Empleare- 
mos esta técnica en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 10. Defínase la transformación lineal T: P 2 (/?) — » M 2x2 (/0 
mediante 

Tm = /7U>-«2> 0) 

” { o m) 

Como /? = {1, x, x 2 } es una base para P 2 (/?), tenemos 

R(T) = L (T(j8)) = L({T(1), T(at), K* 2 )}) 

Entonces, hemos encontrado una base para R(T) y vemos que 
rango(T) — 2. En virtud del Teorema 2.3 tenemos que nulidad(T) + 
2 = 3, y entonces nulidad (T) = 1. 

El lector debería repasar los conceptos de “uno-a-uno” y “sobreyec- 
tividad” los cuales se encuentran en el Apéndice B, pues, interesantemen- 
te, para una transformación lineal ambos conceptos están íntimamente 
ligados con el rango y la nulidad de la transformación. Esto quedará de- 
mostrado en los dos teoremas siguientes. 

Teorema 2.4. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V W lineal . Enton- 
ces T es uno-a-uno si y sólo si N(T) = {0}. 

demostración. Supóngase que T es uno-a-uno y que x£N(T). Entonces 
T(x) — 0 — 1(0), Como T es uno-a-uno, tenemos que x = 0 y por tanto 
N(T) = {0}. 
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Ahora supóngase que N(T) = {0} y que T (jc) — T(y). Entonces 
0 — TU) — T (y) = TU — y). Por lo tanto, x — y£N(T) = {0} y en- 
tonces x — y = 0, o sea x — y. Esto significa que T es uno-a-uno. ■ 

El lector debe observar que el Teorema 2.4 nos permite concluir que 
la transformación definida en el Ejemplo 10 no es uno-a-uno. 

Sorpresivamente, las condiciones para que una transformación sea uno- 
a-uno y sobreyectiva son equivalentes en un caso especial de importancia. 

Teorema 2.5. Sean V y W espacios vectoriales de dimensiones iguales (finitas) 
y sea T : V -» W lineal. Entonces T es uno-a-uno si y sólo si T es sobre- 
yectiva. 

demostración. Del Teorema 2.3 tenemos que 

nulidad(T) + rango(T) = dim(V). 

Ahora, mediante el uso del Teorema 2.4, tenemos que T es uno-a-uno si 
y sólo si N(T) = (0), si y sólo si nulidad(T) = 0, si y sólo si rango(T) — 
dim(V), si y sólo si rango(T) = dim(W), si y sólo si dim(R(T)) = 
dim(W). En virtud del Teorema 1.12 esta igualdad es equivalente a 
R(T) = W — la definición de T si ésta es sobreyectiva. ■ 

La linealidad de T en los Teoremas 2.4 y 2.5 es esencial puesto que 
es fácil construir ejemplos de funciones de R en R que no sean uno-a-uno 
pero que sean sobreyectivas, y viceversa. 

Los siguientes dos ejemplos hacen uso de los teoremas anteriores para 
ver si una transformación lineal dada es uno-a-uno o sobreyectiva. 



Ejemplo 11. Defínase 
T: P,(R)-»PAR) 



mediante 



T (/)(*) = 2'/'(x) + fW 



Ahora 



R(T) = L({ T(l), TU), TU 2 )}) = M{3*, 2 + 4x + x 3 }). 

Por lo que rango(T) = 3. Como dim(P.<(/?)) = 4, T no es sobreyectiva. 
Del Teorema 2.3, nulidad(T) +3 = 3; por tanto, nulidad(T) = Ó y en- 
tonces N(T) = {0}. Luego, de acuerdo con el Teorema 2.4, T es uno-a-uno. 



Ejemplo 12. Defínase 

T: F- — » F 2 mediante T (a u a>) — (a> f a t , a { ). 



Es fácil comprobar que N(T) = {0}; entonces T es uno-a-uno, por lo que 
el Teorema 2.5 nos dice que T debe ser sobreyectiva. 
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Nuestro siguiente teorema proporciona una caracterización de las trans- 
formaciones lineales uno-a-uno como aquellas transformaciones que conser- 
van la independencia lineal. 

Teorema 2.6. Sean V y W espacios vectoriales , y sea T: V — » W lineal. Enton- 
ces T es uno-a-uno si y sólo si T lleva subconjuntos linealmente indepen- 
dientes de \/ a subconjuntos linealmente independientes de W. 

demostración. Ejercicio. 

Corolario . Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V^W una transforma- 
ción lineal uno-a-uno. Supóngase que S es un subconjunto de V. Entonces 
S es linealmente independiente si y sólo si T(S) es linealmente indepen- 
diente 

demostración. Ejercicio. 

Ejemplo 13. Defínase 

T: Po(fl) R 3 mediante T (a 0 + a,x + a>x 2 ) = (a 0 , a u a- 2 ). 

Se ve claramente que T es uno-a-uno. Sea S = {2 — x + 3x 2 , x + x 2 , 1 — 
2x 2 }. Entonces S es linealmente independiente en P 2 (/?) si y sólo si 

I (S) - {2, -1,3), (0, 1, 1), (1,0, -2)} 

es linealmente independiente en R\ 

En el Ejemplo 13 transferimos un problema del espacio vectorial de 
los polinomios a un problema en el espacio vectorial de las ternas (3-di- 
mensionales). Esta técnica será explotada después más ampliamente. 

Una de las propiedades más importantes de las transformaciones linea- 
les es que quedan completamente definidas por su acción sobre una base. 
Este resultado, que se obtiene del siguiente teorema y su corolario, se 
utilizará frecuentemente a lo largo del libro. 

Teorema 2.7. Sean V y W espacios vectoriales y supóngase que V es un 
espacio vectorial dimensionalmente finito con una base {x u . . . , x u }. Para 
cualquier subconjunto {y l9 . . . , y n } de W existe exactamente una transfor- 
mación lineal T: V W tal que T(x,) — y¡ para i — 1, . . . , n. 

demostración. Sea jc£V. Entonces 

n 

X = 2 a¡Xi, 

i- 1 

donde a¡, , a n son escalares únicos. Defínase 



n 



T: V ^ W mediante T (x)—^ t a¡y¡. 
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(a) T es lineal, pues supóngase que u, v£V y d£F. Entonces pode- 
mos escribir 

n n 

u — 2 biX t y v = 2 CíXí. 

i -1 i = 1 

Ahora bien, 

n 

du + v = 2 (dbi + Cí)xí. 

i = 1 

Entonces 

T(du + v) = 2 + Ci)yi - d'Z b¡y i + 2 c*yi - («) + T (v). 

i=l i=i i = 1 

(b) Es evidente que 

T(* t ) = y i para i = 1, . . . , n. 

(c) T es única, porque supóngase que U: V W es lineal y 
U(*¡) = y i para i = 1, . . . , n. Entonces para x € V con 

n 

x = 2 

i = l 

tenemos 

U(jt) = 2>¡U(*¡) = 2 «O 7 » - T(x). 

i=l i =1 

Por lo tanto U = T. ■ 

Corolario. Sean V y W espacios vectoriales y supóngase que V es dimensional- 
mente finito con una base {xj, . . . , x n }. Si U, T: V— > W son lineales y 
U(Xi) = T(x¡) para i = 1, . . . , n, entonces U = T. 

Ejemplo 14. Defínase T: R 2 -* R 2 mediante T (a u a 2 ) = (2 a 2 — a lf 3 a x ), 
y supóngase que U: R 2 R 2 es lineal. Si sabemos que U(l, 2) = (3, 3) y 
U(l, 1) — (1, 3), entonces U = T. Esto se deduce del corolario y del he- 
cho de que {(1, 2), (1, 1)} es una base para R 2 . 

EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. De aquí en 
adelante, V y W son espacios vectoriales dimensionalmente finitos (sobre 
F) y T es una función de V en W. 

(a) Si T es lineal, entonces T conserva las sumas y productos por escala- 
lares. 

(b) Si T(x + y) = T(jc) + T(y) entonces T es lineal. 
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(c) T es uno a-uno si y sólo si N(T) = {0}. 

(d) Todas las proyecciones deben ser lineales. 

(e) Si T es lineal, entonces T(0 V ) = o w . 

(f) Si T es lineal, entonces nulidad(T) + rango(T) = dim(W). 

(g) Si T es lineal, entonces lleva subconjuntos linealmente independien- 

tes de V a subconjuntos linealmente independientes de W. 

(h) Si T, U: V -» W son lineales y concuerdan en una base de V, enton- 

ces T = U. 

(i) Dados x„ *2 € V y y„ y 2 £W, existe una transformación lineal 
T: V— >W tal que TOi) = y ¡y T(x 2 ) = y 2 - 

Para los ejercicios 2 a 6, demostrar que T es una transformación lineal y encontrar 
bases para N(T) y R(T). Luego, calcular la nulidad y el rango de T y verificar 
el Teorema 2.3. Finalmente, emplear los teoremas adecuados de esta sección para 
determinar si T es uno-a-uno o sobreyectiva. 



2. T: R 3 -» R 2 ; T(a,, a 2 , a 3 ) = (tfi — a 2 , 2 a 3 ). 

3. T: R 2 — > R 3 ; T(a„ a 2 ) - (a 2 + a 2 , 0, 2 a x - a 2 ). 

4. T: M,.,(F)-Í»,.,(F)¡T(J; 2 á;;) = 

5. T: P 2 (i?) -> P 3 (R); T(/(x>) = xf(x) + f'(x). 

6. T: M nxn -» F; T (A) = tr(^). Recuérdese que 

tr(/4) = 2 A n- 

i- 1 



+ 2 a 12 \ 
0 ) 



7. Verificar los enunciados 1, 2 y 3 de la página 64. 

8 . Verificar que las transformaciones definidas en los Ejemplos 5, 6 y 7 son 
lineales. 



9. Para las siguientes T: R 2 — » R 2 , decir por qué T no es lineal. 

(a) T(a a , a 2 ) — (1, a 2 ) 

(b) T(ai, a 2 ) = (a„ <h) 

(c) T(ai, c 2 ) = (sen a u 0) 

(d) T(ai, (h) = (|oij, a 2 ) 

(e) T(ai, a 2 ) = (a t + 1, a 2 ) 

10 . Supóngase que I: R 2 — > R 2 es lineal y que T(l, 0) = (1, 4) y 1(1, 1) — 
(2, 5). ¿Qué es T (2, 3)? ¿T es uno-a-uno? 

11. Demostrar que existe una transformación lineal T: R 2 —> R' tal que T(l, 1) 
= (1, 0, 2) y T(2, 3) = (1, -1, 4). ¿Qué es T(8, 11)? 
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12. ¿Existe una transformación lineal T: R 1 — > R- tal que T(l, 0, 3) = (1, 1) 
y T( 2, 0, -6) = (2, 1)? 

13 . Demostrar el Teorema 2.6 y su corolario. 

14 . Supóngase que T es una proyección en un subespacio W de un espacio vec- 
torial V. Demostrar que W = {jr£V: T(x) = x}. 

15 . Recordando la definición de P(R) dada en la Sección 1.2, defínase 

T: P(R)->P(R) y T(/) (x) = 

Demostrar que T es uno-a-uno pero no sobreyectiva. 

16 . Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos y T: V— >W 
lineal. 

(a) Demostrar que si dim(V) < dim(W), entonces T no puede ser so- 
breyectiva. 

(b) Demostrar que si dim(V) > dim(W), entonces T no puede ser uno- 
a-uno. 



17 . Dar un ejemplo de una transformación lineal T: R 2 — » R 2 tal que N(T) = 
R(T). 

18. Dar un ejemplo de transformaciones lineales diferentes T y U tales que 
N(T) = N(U) y R(T) = R(U). 

19. Sean V y W espacios vectoriales con subespacios Vj y W b respectivamente. 

Si T: V — » W es lineal, demostrar que T(V ,) es un subespacio de W y 
{xdV: T(x) es un subespacio de V. 

20 . Sea W un subespacio de un espacio vectorial dimensionalmente finito V. 
Demostrar que existe una proyección sobre W. 

21. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V-» W lineal. Sea { y u . . . , y k ) 
un subconjunto linealmente independiente de R(T). Si S — {^ 1? . . . , x k } se 
selecciona de tal manera que T(jc¡) = y¡ para / U 1, . . . , k, demostrar que 
S es linealmente independiente. 

22. Sea T: R lineal. Demostrar que existen escalares a, b y c tales que 

T z) = ax + by + cz para toda (*, y, ¿) € R 2 . ¿Se puede generalizar 
este resultado para T : F n —> F? Enunciar y demostrar un resultado semejan- 
te para T: F n — > F ,u . 

23 . Sea T: R 3 R lineal. Describir geométricamente las posibilidades para el 

espacio nulo de T. Sugerencia: Usar el Ejercicio 22. 
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24. Sea V un espacio vectorial y sea T : V — » V lineal. Se dice que un subespa- 
cio W de V es T -invariante si T(x) £W para toda x £ W, es decir, T(W) C W. 

(a) Demostrar que los subespacios {#}, V, R(T) y N(T) son todos T-in- 
variantes. 

(b) Si W es un subespacio T-invariante de V, defínase aT w : W * W 
mediante T w (x) = T(x) para toda rf W. Demostrar que T w es li- 
neal. 

(c) Si T es una proyección sobre W, demostrar que W es T-invariante y 
que T w = l w . 

(d) Si V = R(T) 0W y W es T-invariante, demostrar que W C N(T). 
Demostrar también que si V es dimensionalmente finito, entonces 
W =3 N(T). 

(e) Demostrar que N(T W ) - N(T) n W y R(T W ) == T(W). 

25. Demostrar la siguiente generalización del Teorema 2.7 para espacios dimen- 

sionalmente infinitos: Sean V y W espacios vectoriales y sea J3 una base 
para V. Entonces para toda función f: existe únicamente una 

transformación lineal T: V — > W tal que T(x) = f(x) para toda x£/J. 

26. Una función T : V — » W entre los espacios vectoriales V y W se llama aditi- 
va si T(x + y) = T (x) + T (y) para toda x, y€V. Demostrar que si V 
y W son espacios vectoriales sobre el campo de los números racionales, en- 
tonces cualquier función aditiva de V en W es una transformación lineal. 

27. Demostrar que existe una función aditiva T : R — > R (como se definió en 

el Ejercicio 26) que no es lineal. Sugerencia: Considérese a R como un 
espacio vectorial sobre el campo de los números racionales Q. Por el coro- 
lario del Teorema 1.15 este espacio vectorial tiene una base /3 . Sean x y 
y elementos distintos de J3 y defínase /: /?— > R mediante f(x ) = y, f(y) = x 
y f(z ) = z en cualquier otro caso. Por el Ejercicio 26 existe una trans- 
formación lineal T : R R donde R se considera como un espacio vectorial 

sobre Q tal que T (z) = f(z ) para toda zdfi. Entonces T es aditiva pero 
para c = y/x, T(cx) ^cT(x). 

2.2 REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA 
TRANSFORMACION LINEAL 

Hasta ahora hemos estudiado las transformaciones lineales examinando sus 
rangos y sus espacios nulos. Ahora entraremos a uno de los procedimien- 
tos de mayor utilidad en el análisis de una transformación lineal sobre 
un espacio vectorial dimensionalmente finito; la representación de una 
transformación lineal mediante una matriz. De hecho, desarrollare- 
mos una correspondencia uno-a-uno entre matrices y transformaciones que 
nos permitirá utilizar las propiedades de una para estudiar las propiedades 
de la otra. 
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Necesitaremos primeramente del concepto de una “base ordenada” 
para un espacio vectorial. 

Definición. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito. Una base orde- 
nada para V es una base para V establecida con un orden específico; es 
decir , una base ordenada para V es una secuencia finita de elementos de V 
linealmente independientes que generen a V. 

Ejemplo 15. Sea V tal que tenga a ft — [x ly x 2y x A } como una base orde- 
nada. Entonces y — {x 2y x u x¿} es también una base ordenada, pero como 
bases ordenadas, ¡3 ^ y. 

Para el espacio vectorial F n , llamaremos a {e ly e 2y . . . , e n } la base 
ordenada estándar para F n . 

Ahora que contamos con el concepto de base ordenada, seremos capa- 
ces de identificar vectores abstractos en un espacio vectorial de n dimen- 
siones con elementos n-dimensionales. Esta identificación será proporcio- 
nada mediante el uso de “vectores coordenados” tal como se introducen 
a continuación. 



Definición. Sea ¡3 — {x x , . . . , x n } una base ordenada para un espacio vecto- 
rial V dimensionalmente finito. Para x £ V definimos al vector coorde- 
nado de x relativo a /?, denotado por [x] fi9 mediante 



M,= 



h\ 

\a 



donde 



n 

X = 2 aiX¡. 

i=l 

Nótese que en la definición anterior [Xi]$ = e { . Se deja como ejercicio 
demostrar que la correspondencia x -» [x]p nos proporciona una transfor- 
mación lineal de V en F n . Estudiaremos esta transformación con más deta- 
lle en la Sección 2.4. 

Ejemplo 16. Sean V = P 2 (R) y — {1, x y x 2 }. Si f(x) = 4 + 6jc — lx 2 y 
entonces 




Procedamos ahora con la representación matricial prometida de una 
transformación lineal. Supóngase que V y W son espacios vectoriales di- 
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mensionalmente finitos con bases ordenadas j3 = { x u . . . , *„} y y = {y 1? 

. , y m }, respectivamente. Sea T: V— >W lineal. Entonces existen esca- 

lares únicos cía £F(i — 1, . . . , m y j = 1, . . . , n) tales que 

m 

TU;) = 2 «»;>’; para 1 < j < «. 

i =:1 

Definición. Utilizando la notación anterior, llamaremos a la matriz A de 
m x n, definida mediante A n = ai¡, la matriz que representa a T en las 
bases ordenadas p y y y la escribiremos A = [T] ’ . Si V = W y p = y, es- 
cribiremos A = [T](j. 

Nótese que la /'-ésima columna de A es sencillamente [T (x¡ ) ] Y . Obsér- 
vese igualmente que del corolario del Teorema 2.7 se concluye que si 
U: V->W es una transformación lineal tal que [U]* = [TJ’, entonces 
U = T. 

Ilustraremos el cálculo de [T]J en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 17. Defínase 

T: P.,(R)^P 2 («) mediante T (/)=/'. 

Sean p = {1, x, x 2 , x 5 } y y = {I, x, x 2 } bases ordenadas para PJR ) y 
P 2 (R), respectivamente. Entonces 

T(l) =01 + O-* + 0- .x 2 
TU) = 1-1+0 -jc + 0-x* 

TU 2 ) = 01 +2-x + 0-x 2 
TU 2 ) = 01 + 0jc + 3jc 2 

Y así se tendrá 

/O 1 0 0\ 

m> = (o 0 2 0 . 

\0 0 0 3/ 

Nótese que los coeficientes de TU*) cuando se escriben como una combi- 
nación de elementos de y dan los elementos de la columna ¿-ésima. 

Ejemplo 1 8. Defínase 

T: R 2 R 3 mediante TU!, a 2 ) = Ui + 3a 2 , 0, 2ai — si- 
sean p y y las bases ordenadas estándar para R 2 y R\ respectivamente 
Ahora bien, 

T(l, 0) = (1, 0, 2) = 1 í>! + 0e 2 + le 3 



y 



T(0, 1) = (3, 0, -4) = 3e, + 0e 2 - 4e 3 . 
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Por lo tanto, matricialmente, 




Si hacemos y — { e 3 , e 2y e,}, entonces 




Ahora que hemos definido un procedimiento para asociar matrices con 
transformaciones lineales, veremos brevemente que esta asociación “con- 
serva” la adición. Para hacer más explícita esta situación, requeriremos de 
alguna discusión preliminar sobre la adición de transformaciones lineales. 

Definición. Sean T, U: V — > W funciones arbitrarias , donde V y W son espa- 
cios vectoriales , y sea a£F. Definimos T + U: V — > W mediante (T 4- U) 
(x) = T(x) 4- U(x) para toda x£V y aT: V — » W mediante (aT)(x) “ 
aT(x) para toda x£V. 

Por supuesto, esta es la definición usual de la suma y de la multiplicación 
por escalares para las funciones. Afortunadamente, sin embargo, tenemos 
el resultado de que la suma de transformaciones lineales es lineal. 

Teorema 2.8 . Sean V y W espacios vectoriales y sean T. U: V — > W lineales. 
Entonces para toda a£F 

(a) aT 4- U es lineal. 

(b) Utilizando las operaciones de suma y de multiplicación por 
escalares , como se definieron anteriormente , la colección de to- 
das las transformaciones lineales de V en W, denotada por 
£(V, W), es un espacio vectorial sobre F. 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Sean x , y£V y c£F. Entonces 

{aT -f U) {ex + y) — aT{cx 4- y) -f U(c\x + y) 

- atcT(jc) 4- T(y)] + d J{x) + U (y) 

- acT{x) + cU(jc) + aT{y) + U(y) 

- c[aT + U](jc) i+ [aT 4- U](y). 

Y tenemos que aT 4- U es lineal. 
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(b) Observando que T 0 , la transformación cero, juega el papel del 
elemento cero en £(V, W), es fácil demostrar que £(V, W) es 
un espacio vectorial sobre F. ■ 

En el caso donde V = W escribiremos £(V) en vez de £(V, V). 

En la sección siguiente veremos una identificación completa de £(V, 
W) con el espacio vectorial M mxn (F), donde n y m son las dimensiones 
de V y W, respectivamente. Esta identificación se establece fácilmente utili- 
zando el teorema siguiente. 

Teorema 2.9. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos con 
bases ordenadas ¡3 y y, respectivamente , y sean T, U: V — > W transforma- 
ciones lineales. Entonces 

(a) [T + U]¡= [T]¡+ [U]¡. 

(b) [aT ]¿ — a[T]¿ para toda a£F. 

demostración. Sea J3 — {xi, . . . , x n ) y {y i, . . . , y m }. Existen es- 

calares únicos a¡¡ y b,¡ en F(1 < / < m, !</<«) tales que 

m m 

TU/) = 2 a,jy¡ y U(*,) = 2 ¿'¡y)',' para 1 < j < n. 

i - i < - i 

Por lo tanto 

m 

(T + U)(x ; ) = 2 (a t , + b„) yi . 

¡ - 1 

Y entonces 

( [T + U]p ¡j — a¡¡ = ([T]; + [U]¡) fí . 

Así queda demostrado (a) y la demostración de (b) es semejante. ■ 

Ejemplo 19. Defínase 

T: R L> — ► R< mediante T (a u a 2 ) = ( a , + 3 a 2y 0, 2a u - 4 a,) 

y 

U: R 2 — > R 3 mediante U^, a,) = (a, - a , , 2a u 3 a, + 2 a 2 ). 

Sean (3 y y, respectivamente, bases ordenadas estándar de R 2 y R 3 . En- 
tonces 
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(tal como se calculó en el Ejemplo 18) y 



m =|2 

Si calculamos ahora T + U utilizando las definiciones anteriores, obte- 
nemos 

(T + U)(ai, a>) = (2 a x + 2 a>, 2 a u 5#i — 2a 2 ). 

Entonces 

[T + Ü o), 

que es sencillamente [T]¿ + [U]J, lo que verifica al Teorema 2.9. 




EJERCICIOS 

1 . Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Para lo 
siguiente, V y W serán espacios vectoriales dimensionalmente finitos con 
bases ordenadas j3 y y, respectivamente. Suponer que T, U: V-»W son 
lineales. 

(a) Para cualquier escalar a, al + U es una transformación lineal de 
V en W. 

(b) [T]J = [U]J implica que T = U. 

(c) Si m = dim(V) y n = dim(W), entonces [T]J es una matriz de 
m x n. 

(d) [t + u]; = [t]; + [ü];. 

(e) £(V, W) es un espacio vectorial. 

(f) £(V, W) = £(W, V). 

2. Sean fi y y las bases ordenadas estándar para R n y R m , respectivamente. 
Para las siguientes transformaciones T : R n — > R m , calcular [T]J . 

(a) T: R 2 *-* R 3 definida mediante T (a u 02 ) = (2 a x — a 2 , 3 a x + 4 a 2 , a 1 ). 

(b) T: R s ~» R 2 definida mediante T (a u a 2 , a 3 ) = (2a Y + 3 a 2 - a ¿9 

«1 + a»). 

(c) T: R 3 — » R definida mediante T (a u a 2 , a ¿ ) = 2 a L + a 2 — 3a 3 . 

3. Sea T: R 2 R 3 definida como T(a u a ¿ ) = (¿Zi — a 2 , a u 2 a x + a 2 ). Sea ¡3 
la base ordenada estándar para R 2 y y = {(1, 1,0), (0, 1, 1), (2, 2, 3)). 
Calcular [T]J. Si a = {(1, 2), (2, 3)}, calcular [TE. 
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4. Defínase 



T: M 2x 2 (K) -* P 2 (fl) 
Sea 




Calcular [T]J . 



mediante 




b\ 
d \ 



= (a + b) + (2 d)x + bx ¿ . 





y y = { 1 , a : 2 }. 



5. Para los siguientes incisos, sean 

*={(¿ $)■(! ¿).(? S)-(S ?)}■ 

B = {1, x, x}\ 

y 

7 = Uí- 

ía) Definida T: M 2x2 (F) — » M 2x2 (F) mediante J(A) A\ calcular [T] a . 

(b) Definida 

T: ? 2 (R) M 2x2 (fl) mediante T(/) = ^^ 

donde ' significa diferenciación, calcular [T]“. 

(c) Definida T: M 2x2 (F)-»F mediante J(A) = tr(^4 ) , calcular [T]¡¡. 

(d) Definida T: P 2 (R) ^ R mediante T (/) = /( 2), calcular [T]J¡. 

(e) Si 




calcular [A] a . 

(f) Si f(x) = 3 — 6x + x 2 , calcular [f]p. 

(g) Si a£F, calcular [a\ r 



6. Demostrar el inciso (b) del Teorema 2.9. 



7* Sea V un espacio vectorial n-dimensional con una base ordenada Defi- 
niendo a T: V — > F n mediante T(jc) = [x]$ y demostrar que T es lineal. 

8 . Sea V el espacio vectorial de los números complejos sobre el campo R. Si 
T: V — > V queda definida mediante T(z) — 1 donde I es el complejo con- 
jugado de z, demostrar que T es lineal y calcular [T]p, donde /? = {1, /}. 
Mostrar que T no es lineal si V se considera como un espacio vectorial 
sobre el campo C. 




1 
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9. Sea V un espacio vectorial con la base ordenada ¡3 ~ {x u ... , x„}. Defí- 
nase a x i} = 0. De acuerdo con el Teorema 2.7 debe existir una transforma- 
ción lineal T: V — > V definida mediante TU/) — x¡ T x h[ para j ~ 1, . . . , 
rc. Calcular [T]p. 

10. Sea V un espacio vectorial n-dimensional y sea T: V V una transforma- 
ción lineal. Supóngase que W es un subespacio T-invariante de V (ver el 
Ejercicio 24 de la Sección 2.1) de dimensión k. Demostrar que existe una 
base ¡3 para V tal que fT]^ tiene la forma 

VA B~ 

[O C_|’ 

donde A es una matriz de k x k y O es una matriz cero de (n — k) x k. 

1 1 . Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y sea T una proyección sobre 
un subespacio W de V. Escoger una base ordenada adecuada fi para V 
tal que [T]^ sea qna matriz diagonal. 

12. Sean V y W espacios vectoriales y sean T y U transformaciones lineales no 
nulas de V en W. Si R(T) D R(U) = { 0 }, demostrar que (T, U) es un sub- 
conjunto de £(V, W) linealmente independiente. 

13. Sea V = P (R), y para j > 0 defínase a T^: V — > V mediante T ; (/) — f (j \ 
donde / ( /) sea la /-ésima derivada de /. Para cualquier entero positivo n 9 
demostrar que {L, T L >, . . . , T w ) es un subconjunto de £(V) linealmente 
independiente. 

14. Sean V y W espacios vectoriales y sea S subconjunto de V. Defínase S () 1=1 
{T ££(V, W): T(*) = 0 para toda x£S}. Demostrar 

(a) 5° es un subespacio de £(V, W). 

(b) Si Si y S> son subconjuntos de V y S { C S 2 , entonces 5^ C 5“ . 

(c) Si V, y V, son subespacios de V, entonces (V, -f V 2 )" = V 1 ’ n V { ; . 

15. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos y sea T: V — ► W 
lineal. Supóngase que dim(V) = dim(W). Encontrar bases ordenadas f3 
y y para V y W, respectivamente, tales que [T]J sea una matriz diagonal. 

2.3 COMPOSICION DE TRANSFORMACIONES LINEALES 
Y MULTIPLICACION DE MATRICES 

En la Sección 2.2 aprendimos cómo asociar una matriz con un transfor- 
mación lineal de tal modo que las sumas de matrices quedaban asociadas 
con las correspondientes sumas de transformaciones. Ahora surge la pre- 
gunta sobre cómo se relaciona la representación matricial de una compo- 
sición de transformaciones lineales con las representaciones matriciales de 



Composición de transformaciones lineales 



83 



cada una de las transformaciones lineales asociadas. El intento de res- 
ponder a esta interrogante nos conducirá a una definición de multiplicación 
de matrices. Utilizaremos la notación UT para la composición de las trans- 
formaciones lineales U y T, contrastando con g o f para funciones arbitrarias 
g y /. Específicamente, tenemos la definición siguiente. 

Definición . Sean V, W y Z espacios vectoriales y sean T: V — » W y U : W~>Z 
lineales . Definamos UT: V -> Z mediante (UT)(x) — U(T(x)) para toda 
x € V. 

Nuestro primer resultado muestra que la composición de transforma- 
ciones lineales es lineal. 

Teorema 2.10. Sean V, W y Z espacios vectoriales y T: V^WyU: W-^Z 
lineales. Entonces UT: V — ► Z es lineal. 

demostración. Seai/ x, y(V y a£F. Entonces 

UT (ax + y) = \j\$(ax + y)) = U(*T(jc) 4- T(y)) 

= flU(T(jc)) + U(T(y) ) - a(UT)(jc) + UT(y). ■ 

El siguiente teorema enuncia algunas de las propiedades de la compo- 
sición de transformaciones lineales. 

Teorema 2.11 . Sea V un espacio vectorial. Sean T, U,, U 2 (I(V). Entonces 

(a) T ( U i + U 2 ) = TU, 4- TU, y (\J l + U,)T = U,T 4- UJ. 

(b) T(U,U 2 ) - (TU, )U 2 . 

( C ) TI = IT — T. 

(d) a(UjU,) = (aU, ) (U, = U,(aU 2 ) para toda a£F. 
de mostración . Ejercicio. 

Estamos ahora en posición de definir el producto AB de dos matrices 
A y B. Por el Teorema 2.9, parece razonable requerir por analogía que 
si A — [U]J y B = [T]', donde T: V— ► W y U: W^Z, entonces AB - 
[UT]: . 

Ahora sean T, U, A y B como anteriormente y sean « - . . . , x„}, 

P = {yi, . . . , y™} y y = {z x , . . . , z n } bases ordenadas para V, W y Z, 
respectivamente. Para 1 < j < n tendremos 

/ m \ m 

(UT) (jcy) - U(T(JC;)) - u ( SftyyfcJ^S&iUCy*) 

\lc I / 

/ /' \ P / \ 

= 2 ( 2 /í i*Zí 1 = 2 2 A lk B kj Zi 

i- i \¿i / i i V k i / 

p 

= 2 C f ->z¡, 




84 Transformaciones lineales y matrices 



donde 

Cu — 2 

i 

Este cálculo sugiere la siguiente definición de multiplicación de ma- 
trices. 

Definición. Sean A una matriz de m x n y B una matriz de nxp. Definimos 
el producto de A por B, denotado por AB, como la matriz de m x p tal 
que 

n 

(AB)¡j = 2 AivBkj para 1 < i < m, 1 < j < p. 

k= i 

Nótese que (AB)u es la suma de los productos de los elementos co- 
rrespondientes al í-ésimo renglón de A y a la j-á sima columna de B. 

Al final de esta sección el lector verá algunas aplicaciones interesan- 
tes de esta definición. \ 

El lector debe observar que para que el producto AB quede definido, 
existen restricciones en cuanto a las dimensiones relativas de A y B. El 
siguiente dispositivo simbólico puede ser útil: “(m x n) • (n x p) — 
(m x p)”; esto es, para que el producto AB esté definido, las dos dimen- 
siones “interiores” deben ser iguales y las dos dimensiones “exteriores” 
dan el tamaño del producto. 

Ejemplo 20. 

« s -!)(|)- es 

Nótese de nuevo la relación simbólica (2 x 3) • (3 x 1) - 2 x 1. 

Como en el caso de la composición de funciones, tenemos que el pro- 
ducto de matrices no es conmutativo. Considérese los dos productos si- 
guientes. 




Donde vemos que aun cuando ambos productos matriciales AB y BA están 
definidos, no es necesariamente cierto que AB = BA. 

Recordando la definición de transpuesta de una matriz dada en la 
Sección 1.3, demostraremos que si A es una matriz de m x n y B es una 
matriz de n x p, entonces (AB) 1 = B t A t . Como 

(AB)\. = (AB) ri = 2 AjkBjci 

k = L 
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y 

(B t A f ) ij = Í ( 

k = i k = i 

ya queda demostrado. Por lo tanto, la transpuesta de un producto es igual 
al producto de las transpuestas, cambiando el orden de las matrices que 
se multiplican. 

El teorema siguiente es una consecuencia inmediata de nuestra defini- 
ción del producto de matrices. 



Teorema 2.12. Sean V, W y Z espacios vectoriales dimensionalmente finitos con 
bases ordenadas a, J3 y y, respectivamente. Sean T: V — » W y U : W^-»Z 
transformaciones lineales. Entonces i 

[UTi: - [U];/te . 

Corolario. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con una base 
ordenada /?. Sean T, U ££(V). Entonces [UT]^ = [U]^[T]^. 

Ilustraremos lo anterior con el siguiente ejemplo. 



Ejemplo 21. Defínase 



U: P a (R) -> P 2 (/?) mediante U(/) = f 
como en el Ejemplo 17. Defínase 

T: PAR)-* PAR) mediante J(f)(x) = J'f(t)dt. 

Sean a = {1, x, x 2 , jc 3 } y /? = {1, x, jc 2 }. Se tiene claramente que UT = I. 
Para ilustrar el Teorema 2.12, obsérvese que 



[UT], = [U]£[T]? = 



/O 1 0 0\ 
(0 0 2 0 
\0 0 0 3/ 



0 0\ 
1 0 0 
0 i 0 

\0 0 v 




La matriz diagonal de 3 x 3 anterior se llama “matriz identidad” y 
se define a continuación junto con una notación de gran utilidad, la “delta 
de Kronecker”. 



Definiciones. Definimos la delta de Kronecker 8¡j mediante 8 ¡ , = 1 si ¡ j y 
8¡j = 0 si i ^ y la matriz identidad de n x n, I,„ mediante (1.),, = 8, j. 

Así 




/. = ( 1 ), 
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Veremos en el teorema siguiente que la matriz identidad actúa como 
un elemento unitario en M inx n (F). Cuando el contexto sea lo suficiente- 
mente claro, omitiremos algunas veces el subíndice n de /„. 

Teorema 2.13. Para cualquier matriz A de n x n tenemos que I U A = AI„ = A, 
además, si V es un espacio vectorial dimensionalmente finito de dimensión 
n con una base ordenada /3, entonces [lv]/3 — I»- 

DEMOSTRACIÓN. 

{InA)ii = 2 Un)ikA kJ = 2 = A ¡j. 

Tc= l fc=l 

Por lo tanto, f n A = A. I>e la misma manera AI n = 

Entonces, para cada j tenemos 

n 

I V (•*; ) — Xj 2 9¡jX¡. 

i- 1 

Por lo tanto [ly]^ = /*. ■ 

Para cualquier matriz A de n x n definiremos A- — A A, A 7, — A A 
y en general A k = A*- 1 A para k = 2, 3, . . . Definiremos = /„. 

Con esta notación vemos que si 




entonces A 2 - O (la matriz nula) aun cuando A^O, y vernos que la 
propiedad de eliminación (cancelación) para campos no es válida para 
las matrices. El siguiente teorema muestra, sin embargo, que la multipli- 
cación de matrices es distributiva respecto a la suma. 

Teorema 2.14. Sea A una matriz de m x n y sean B y C matrices de n x P- 
Entonces 

A(B + C) = AB + AC, 
y para cualquier escalar a 

a(AB) - (aA)B - A(aB). 

DEMOSTRACIÓN. 

[A(B + C)]¡ y - %A AB + Chi = ÍAMj + C k} ) 

k-l *=* 

= 2 (A ik B k ¡ + A , k Ckj) = 2 A nsBuí + 2 A ¡ k C k ¡ 

k i • k ' 

= (AB)¡, + (AC) ¡j = [AB + AC]¡k- 
El resto de la demostración se deja como ejercicio. ■ 



Sea ¡3 — {jc„ 
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Corolario . Sea A una matriz de m x n, y sean B,, ... , matrices de n x p 
y a,, . . . , a, k £F. Entonces 



DEMOSTRACIÓN. 




- ¿atABi. 



i = i 



Ejercicio. 



Si A es una matriz UV til- /\ fl y 
donde A> es la columna /-ésima 



• ,A n ), 



l¿u\ 









de la matriz A. 

Para el teorema siguiente, e , representa la y'-ésima columna de I 



Teorema 2.15. Sea A una matriz de m x n y B una matriz de n x p. En- 
tonces 

(a) (AB)' = ABK 

(b) B> = Bej. 

DEMOSTRACIÓN. 





l(AB) tJ ) 




AikBkj \ 




(M 


(ABy = 


I . 

: 


= 


• 


= A 


! • 




\(AB)J 




i 2 AmkBkj 




\Bj 



= AB J . 



Por lo tanto, (a) queda demostrado. La demostración de (b) se deja 
como ejercicio. ■ 

El resultado siguiente justificará mucho de nuestro trabajo anterior; 
utilizará la representación matricial de una transformación lineal y el 
producto de matrices para evaluar la transformación en cualquier vector 
dado. 

Teorema 2.16. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos que 
tienen bases ordenadas (3 y y, respectivamente, y sea T: V W una trans- 
formación lineal. Entonces, para toda x £ V tenemos 

[T(x)]y = [T];[x]*. 
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demostración. Sea J3 — {*!, . . . , *„} y sea A — [T]*. Como 

= [£«/T(x¡)J =Ía,[T(x l )] r 

por el Ejercicio 7 de la Sección 2.2, según el corolario del Teorema 2.14 
es suficiente demostrar el teorema para x = *, (1 < / < n). Pero esto se 
sigue de la definición de A y del Teorema 2.15 puesto que 

U(xj)] y m A j = Aej = A[xj]p = PrjLxfo. ■ 

Ejemplo 22. Sea T: P,(/?) — > P >(R) definida mediante Tí/) — /', y sean 
P — {1, jc, jc 2 , jc 3 } y y — {1, x, x 2 } bases ordenadas para ?\(R) y P 2 (/?), 
respectivamente. Si — [T]J, entonces tenemos del Ejemplo 17 que 

/O 1 0 0\ 

>4 =10 0 2 0. 

\0 0 0 3/ 



Ilustraremos el Teorema 2.16 verificando que [T (p ) ] r — [T ]][p]p don- 
de p£P H (R) es el polinomio p(x) — 2 — 4x 4- jc 2 + 3jc\ Sea q = T(p); 
entonces í?0) = p'(x) = —4 + 2x + 9 jc 2 . Por lo tanto 

/~ 4 

ITWl, =M, = I 2 

Pero también 

/O 1 0 0\ 

[TO/, = = 0 0 2 0 

\0 0 0 3/ 




Completaremos esta sección con la introducción de la “transformación 
de multiplicación por la izquierda” L ,, donde A es una matriz de m x 
Esta transformación es probablemente la herramienta más importante para 
transferir propiedades sobre transformaciones a propiedades semejantes 
sobre matrices y viceversa. Por ejemplo, la utilizaremos para demostrar 
que el producto de matrices es asociativo. 

Definición. Sea A una matriz de m x n con elementos de un campo F. Deno- 
tamos por L a al mapeo L A : F" — » F 1 " definido por L A (x) = Ax (el produc- 

to matricial de A por x) para cada vector columna x£F n . Llamamos a L A 
una transformación de multiplicación por la izquierda. 
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Ejemplo 23. Sea 



Si 



-(¿? 




entonces 





Veremos en el teorema que sigue que l A no únicamente es lineal, sino, 
de hecho, tiene otras muchas propiedades de gran utilidad. Estas propie- 
dades son todas muy naturales y por lo tanto son fáciles de recordar. 

Teorema 2.17. Sea A una matriz de m x n con elementos de F. Entonces la 
transformación L A ; F 11 F m es lineal. Además , si B es cualquiera otra 

matriz de m x n (con elementos de F), tenemos las siguientes propie- 
dades. 

(a) MI — A, donde B y y son las bases ordenadas estándar para 
F“ y F m , respectivamente. 

(b) L a = L b si y sólo si A — B. 

(c) L.a+b = L a + L b y Ua = aL A para toda a £F. 

(d) Si T: F n — > F ni es lineal , entonces existe una matriz única C de 
m x n tal que T = U> 

(e) Si E es una matriz de n X p, entonces Lae — L A L E . 

(f) Si m = n, entonces Ii tl - l F n . 



demostración. El hecho de que L A sea lineal se deriva directamente del 
Teorema 2.14 y su corolario. 

(a) La columna j-é sima de [l A ] y fi es igual a L A (ej). Pero L A (ej) — 
Ae¡ — A\ y entonces [l A ]l - A. 

(b) Si La = L H entonces podemos utilizar (a) para escribir A — [i A ]] 
— [L;dJ = B. Por lo tanto A - B. La prueba de la proposición 
recíproca es trivial. 

La demostración de (c) le corresponde al lector. 

(d) Sea C = [T]J. En virtud del Teorema 2.16 tenemos que [T (x)] y = 
[T]J[Jc]p, obienT(jc) = Cx = l c (x) para toda x. Entonces T = L c . 
La unicidad de C se deduce de (b). 
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(e) Para cualquier j tenemos L AK (ej) = (AE)e } — ( AE) j — AE } = 
A(Eej) = Lj(E^) - Li(U(e ; )) = (L.,U) (e>). De donde L, tJÍ = 
UU por el Teorema 2.7. 

La demostración de (f) le corresponde al lector. ■ 

Utilizaremos este tipo de transformaciones para establecer una impor- 
tante propiedad sobre matrices. / 

Teorema 2.18. Sean A, B y C matrices tales que A(BC) está definido. Enton- 
ces (AB)C queda definido y A(BC) = (AB)C; esto significa que el pro- 
ducto de matrices es asociativo. 

demostración. Se deja al lector demostrar que ( AB)C está definido. 
Utilizando el inciso (e) del Teorema 2.17 y la asociatividad de una compo- 
sición de funciones, tenemos 

\-A(BC) = \-a\-BC — U*(LjyL c ) — (L^L^)L C = L ab L c ~ L (AB)C . 

Así, del inciso (b) del Teorema 2.17 tenemos A(BC) = (AB)C. ■ 

Es innecesario decir que este teorema podría demostrarse directamente 
a partir de la definición del producto matricial. La demostración anterior, 
sin embargo, proporciona un prototipo de muchos otros argumentos que 
utilizan las relaciones entre transformaciones lineales y matrices. 

Una aplicación 

Una grande y variada colección de aplicaciones interesantes surge en rela- 
ción con unas matrices especiales llamadas “matrices incidentes'’. Una 
matriz incidente es una matriz cuadrada en donde todos los elementos 
son ceros o unos y, por conveniencia, todos los elementos de la diagonal 
principal son cero. Si tenemos una cierta relación entre un grupo de n 
objetos que denotaremos por 1, 2, . . . , n, entonces definimos la matriz 
de incidencia asociada A mediante: A ¡ ¡ — 1 si / está relacionado con j 
y A ¡j ~ 0 en cualquier otro caso. 

Para hacer las cosas concretas, supongamos que tenemos cuatro per- 
sonas, cada una de las cuales posee un dispositivo de comunicación. Si la 
relación entre este grupo es “puede transmitir a”, entonces A ¡ } — 1 si i 
puede mandar un mensaje a / y A¡j = 0 en cualquier otro caso. Supón- 
gase que 

¡0 1 0 0 
10 0 1 

A = 

0 10 1 
\l 1 0 0 
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Entonces como A :u = 1 y A 14 = 0 vemos que la persona 3 puede trans- 
mitir a 4 pero 1 no puede transmitir a 4. 

Obtendremos una interpretación interesante de los elementos de A 2 . 
Considérese por ejemplo, 

(A 2 ) :u — A :U A ii 4- A x¿ A n 4- A :U A; U + A :k4 A 1. 

Nótese que cualquiera de los términos A :ik A kl será igual a 4 si y sólo si 
Am y Aia son iguales a 1 esto es, si y sólo si 3 puede transmitir a k y k 
puede transmitir a 1. Así (A 2 ) :n da el número de maneras en las que 
3 puede transmitir a 1 en dos etapas (o en un relevo). Como 



/I 



\1 



0 0 1\ 
2 0 0 
10 1* 
1 0 1 / 



vemos que 3 puede transmitir a 1 de dos maneras con un relevo. En ge- 
neral (A 4- A 1 4- ... + A n )¡j es el número de maneras en las que i 
puede transmitir a / en un máximo de n etapas. 

Una colección máxima de tres o más personas con la propiedad de que 
cualquier par de ellas transmita recíprocamente de una a otra se llama 
una etiqué. El problema de la determinación de las cliqués parece a prime- 
ra vista demasiado difícil. Sin embargo, si se define una nueva matriz B 
por B¡ j ~ 1 si i y j pueden transmitirse de una a otra y de lo contrario 
B¡j — 0, entonces puede mostrarse (ver Ejercicio 16) que la persona i 
pertenece a una cliqué si y sólo si (B :i )¡¡ > 0. Por ejemplo, supóngase 
que la matriz de incidencia asociada con alguna relación es 

/0 1 0 1\ 

10 10 
A ~ 1 1 0 1 

\1 1 1 0 / 

Para determinar qué personas pertenecen a las cliqués, formamos una ma- 
triz B como la anterior y calculamos B\ En este caso 





1 


0 






fO 


4 


0 


4 \ 


1 


0 


1 


o' 


y B 3 = 


4 


0 


4 


0 


0 


1 


0 


1, 




0 


4 


0 


4 




0 


1 


o) 




\4 


0 


4 


0/ 



Como todos los elementos de la diagonal de B son ceros, concluimos 
que no hay cliqués en esta relación. 

Nuestro ejemplo final acerca del uso de matrices de incidencia se rela- 
ciona con el concepto de dominancia. Una relación entre un grupo de 
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t 



personas se llama relación de dominancia si la matriz de incidencia aso- 
ciada A tiene la propiedad de que A a = 1 si y sólo si A ¿ ¿ — 0 para 
toda i y toda /, esto es, dadas dos personas cualesquiera, Exactamente 
una de ellas domina (o, utilizando la terminología de nuestro primer ejem- 
plo, puede transmitir un mensaje) a la otra. Para tal relación, puede 
demostrarse (ver Ejercicio 18) que la matriz A 4- A 2 tiene un renglón 
(columna) que contiene elementos positivos en todas las posiciones excepto 
en la diagonal principal. En otras palabras, existe al menos una persona 
que domina a (es dominada por) todas las demás en una o dos etapas. 
De hecho, puede demostrarse que cualquier persona que domina a (es 
dominada por) el mayor número de personas en la primera etapa cumple 
con esta propiedad. Considérese, por ejemplo, a la matriz 



A = 



dominancia. Ahora bien, 



(0 


i 


0 


i 






0 


0 


1 


0 


O! 




1 


0 


0 


1 


0 




0 


1 


0 


0 


!j 




\1 


1 


1 


0 


o¡ 




esta 


matriz 


corresponde 




¡0 


2 


1 


1 








1 


0 


1 


1 


ol 




= 


1 


2 


0 


2 


i 






1 


2 


2 


0 


i] 






\2 


2 


2 


2 


0/ 





Entonces, las personas 1, 3, 4 y 5 dominan a (pueden mandar mensa- 
jes a) todas las demás en a lo más dos etapas, mientras que las personas 
1, 2, 3 y 4 son dominadas por (pueden recibir mensajes de) todas las 
demás en a lo más dos etapas. 



EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Para lo que 
sigue, V, W y Z son espacios vectoriales con bases ordenadas (finitas) 
p y y, respectivamente; T: V-^WyU: W -> Z son ambas lineales; 
y A y B son matrices 

(a) [ut]; = 

(b) [T(x)]f3 — [TjflXU para toda Jt^V. 

(c) [U (y) 1/3 = [U]f[y]p para toda y£W. 

(d) [l v ]« - /. 

(e) [P]¡= «TE)*. 
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(f) A 2 — I implica que A — I o bien j A = 

(g) T = l A para alguna matriz A. 

(h) A 2 — O implica que A — O donde O denota la matriz nula. 

(i) L.1+/1 ~ L.i "b U#* 

(j) Si A es cuadrada y A l} — para toda i y /, entonces A = /. 

Sean 




Calcular /4(2£ + 3C), (/1£)D y /!(£/>). 

Sea g(jc) = 3 + jc. Defínase 

T; p 2 (H) -+ P ,(R) para T(/) = f'g + 2/. 

U: Pv(7?) -» R 3 para ü(a + bx + c* 2 ) = (a + fe, c, a — b). 

Sean £ = {1, x, x 2 } y y — {ei, e 2 , ej. 

(a) Calcular directamente [U]^ [T]^ y [UT]^. Luego, utilizar el Teorema 
2.12 para verificar el resultado. 

(b) Sea h(x) = 3 - 2jc + a: 2 . Calcular [h]$ y [U (h)] y . Luego, emplear 
[U]^ de (a) y utilizar el Teorema 2.16 para verificar el resultado. 

Para cada uno de los incisos siguientes, sea T la transformación lineal defi- 
nida en el inciso correspondiente del Ejercicio 5 de la Sección 2.2. Utilizar 
el Teorema 2.16 para calcular: 

(a) [T(/4)]„, donde A = ( _ j 

(b) [T (/)]», donde f(x ) = 4 - 6* + 3x 2 . 

(c) [T-M)] t , donde A = Q 4)- 

(d) [T(/)] y , donde f(x) = 6 - x + 2x-. 

Completar la demostración del Teorema 2.14 y su corolario. 

Demostrar el inciso (b) del Teorema 2.15. 

Demostrar el Teorema 2.11. 

Encontrar transformaciones lineales U, T: F 2 — > F 2 tales que UT — T 0 (la 

transformación nula) pero TU ^ T 0 . Utilice su respuesta para encontrar ma- 
trices A y B tales que AB — O pero BA ^ O . 



m 
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9 . Sea A una matriz de m x n. Demostrar que A es una matri^ diagonal si 
y sólo si A ¡j - 8¡jA¡¡ para toda i y toda /. 

10. Sea V un espacio vectorial y sea T: V lineal. Demostrar que T 2 = T 0 

si y sólo si R(T) C N(T). 

1 1 . Sean V, W y Z espacios vectoriales, y sean T: V — > W y U : W -» Z li- 
neales. 

(a) Si UT es uno-a-uno, demostrar que T es uno-a-uno. ¿También U debe 
ser uno-a-uno? 

(b) Si UT es sobreyectiva, demostrar que U también lo es. ¿También T 
debe ser sobreyectiva? 

(c) Si U y T son uno-a-uno y sobreyectivas demostrar que UT también 
lo es. 



12. Sean A y B matrices de n x n . Recordar que la traza de A , denotada por 
tr (A), es igual a 

n 

^A r , 

1 ~ 1 

Demostrar que tr(AB) - tr (BA) y tr(A) — tr(/t'). 

1 3. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y sea T: V -* V lineal. 

(a) Si rango(T) = rangoCP), demostrar que R(T) n N(T) = {£>}. De- 
ducir que V = R(T) 0 N(T). 

(b) Demostrar que existe un entero positivo k tal que V = R ( T*- ) 0 N(F). 

14. * Sea V un espacio vectorial. Determinar todas las transformaciones lineales 

T: V — > V tales que T = T 2 . Sugerencia: Nótese que x = T (x) + (x — 

T(j:)) para toda renVy demostrar que V = {_y: T(y) = y} 0 N(T). 

15. Utilizando únicamente la definición de multiplicación matricial, demostrar 
que la multiplicación de matrices es asociativa. 



16. Para una matriz de incidencia A con la matriz asociada B definida por: 
B,j — 1 , si / está relacionada con / y j está relacionada con i, y de lo con- 
trario B¡¡ = 0, demostrar que i pertenece a una cliqué si y sólo si ( B , ) ¡¡ > 0. 



17. Utilizar el Ejercicio 16 para determinar las cliqués en las relaciones corres- 
pondientes a las siguientes matrices de incidencia. 



1 0 1 \ 
10 0 0 
0 10 1 
0 1 0 / 



(b) 



/0 0 1 1 \ 
10 0 1 
10 0 1 
0 1 0 / 



(a) 
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18. Sea A una matriz de incidencia asociada con una relación de dominancia. 
Demostrar que la matriz A + A 2 tiene un renglón (columna) que contiene 
elementos positivos en todas las posiciones excepto en la diagonal prin- 
cipal. 

19. Demostrar que la siguiente matriz A corresponde a una relación de domi- 
nancia y utilizar el Ejercicio 18 para determinar cuál (es) persona(s) domi- 
na(n) a (son dominadas por) las demás en no más de dos etapas. 



(0 . 
, 4=00 
\l 0 




20. Sea A una matriz de incidencia de n x n que corresponde a una relación 
de dominancia. Determinar el número de elementos no nulos de A. 



2.4 INVERTIBILIDAD E ISOMORFISMOS 

El concepto de invertibilidad se introduce muy temprano en el estudio de 
las funciones. Por fortuna, muchas de las propiedades intrínsecas de las 
funciones son compartidas por sus inversas. Por ejemplo, en cursos de 
cálculo aprendimos que las propiedades de continuidad o de diferenciabi- 
lidad generalmente se conservan para las funciones inversas. Veremos en 
esta sección (Teorema 2.19) que la inversa de una transformación lineal 
también es lineal. Este resultado nos ayudará de una manera importante 
en el estudio de las “inversas” de las matrices. Como era de esperarse de 
la Sección 2.3, la inversa de la transformación l A (cuando existe) puede 
utilizarse para determinar las propiedades de la inversa de la matriz A. 

En el resto de esta sección aplicaremos muchos de los resultados sobre 
invertibilidad al concepto de “isomorfismo”. Veremos que los espacios vec- 
toriales dimensionalmente finitos (sobre F) de dimensiones iguales pueden 
ser identificados. En breve, estas ideas serán expuestas con más precisión. 

Los conceptos sobre funciones inversas que se encuentran en el apén- 
dice B son, por supuesto, verdaderos para el caso de las transformaciones 
lineales. No obstante, repetiremos algunas de estas definiciones para em- 
plearlas en esta sección. 

Definición. Sean V y W espacios vectoriales y sea T: V -> W lineal. T tiene una 
inversa U: W — * V si TU üf = l v . Como en el Apéndice B , las 

inversas son únicas y escribiremos U — T 1 . Decimos que T es invertible 
si T tiene una inversa. 

Las siguientes propiedades se cumplen para funciones invertibles T y U. 

1. (TU)- 1 = U^T' 1 . 

2. (L 1 )" 1 = T; en particular, T 1 es invertible. 



96 Transformaciones lineales y matrices 



Utilizaremos también el hecho de que una función es invertible si y sólo 
si es uno-a-uno y sobreyectiva. 

Ejemplo 24. Defínase T: PAR) R 2 mediante T (a + bx) = (a, a + 
b). El lector podrá verificar directamente que I 1 : R 2 ^>P X (R) queda 
definida mediante T -1 (c, d) — c + (d — c)x. Obsérvese que T _1 , también es 
lineal. Como lo demuestra el Teorema 2.19, esto es cierto en general. 

Teorema 2.19 . Sean V y W espacios vectoriales , y sean T: V W lineales e 
invertibles, entonces T 1 : W — » V es lineal. 

demostración. Sean y u y 2 CW y c£F. Como T es sobreyectiva y uno- 
a-uno, existen vectores únicos x l y x 2 tales que T (jCí ) = y x y T(jc 2 ) = y 2 . 
Entonces x x — T" 1 ^,) y x 2 = T _1 (y¿), y así 

T -'(cy t + y,) = T-^cTíjcO + T(x,)] - T-^TÍcjc, + *,)] 

= + jc 2 - cl-Hy,) Hh ■ 

El Teorema siguiente se sigue inmediatamente del Teorema 2.5. 

Teorema 2.20. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos de 
dimensiones iguales, y sea T££(V, W). Entonces las siguientes proposi- 
ciones son equivalentes. 

(a) T es invertible. 

(b) T es uno-a-uno. 

(c) T es sobreyectiva. 

Estamos ahora listos para definir la inversa de una matriz. El lector 
debería darse cuenta de la analogía con la inversa de una transformación 
lineal. 

Definición. Sea A una matriz de n x n. Entonces A es invertible si existe una 
matriz B de n x n tal que AB — BA = I. 

i 

La matriz B es única y se llama inversa de A y se escribe B — A 1 . 
(Si C fuera otra matriz, entonces C — Cl = C(AB) — ( CA)B = IB = B. 

Ejemplo 25. El lector deberá verificar que la inversa de 

G I) - (-' - 5 7 )' 

En la Sección 3.2 aprenderemos una técnica para calcular la inversa 
de una matriz. Ahora nos gustaría desarrollar una serie de resultados que 
relacionan inversas de matrices con inversas de transformaciones lineales. 
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Teorema 2.21. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos con 
bases ordenadas ¡3 y y, respectivamente. Sea T: V — »W lineal. Entonces 
T es invertible si y sólo si [T]¿ es invertible. Además , [T ] ] $ — ( [T]¿) 

demostración. Supóngase que T es invertible. Como T es uno-a-uno, el 
Teorema 2.6 implica que T(j8) es un subconjunto independiente de W. 
Como T es sobreyectiva, el corolario del Teorema 2.^ implica que el sub- 
espacio generado por L(T(jB)) - R(T) - W. Entonces T(fi) es una base 
para W con dim(V) elementos. Por lo tanto, dim(V) = dim(W). Sea 
n = dim(V). Entonces [T]¿ es una matriz de n v n. Ahora bien, T l : 
W->V satisface TT 1 = l w y T^T = l v . De donde, 

In --- Hvlíi = [T-'Tlf* = [T 

Análogamente, [T]^[T -1 ]^ = /„, y por lo tanto ( [T]^ ) 1 — [T -1 ]*. 

Ahora sea A = [T]; invertible. Entonces existe una matriz B de 
n x n tal que AB = BA = /„. Defínase 

n 

U: W— >V mediante U (x } ) ~ ] , 

í i 

donde y = {jc„ *.} y J8 = {y„ 7*}- Entonces [U]Ji= B. De- 

mostraremos que U = T _1 . Obsérvese que por el Teorema 2.12 [UT]p — 
[U]'[T]¡ — BA — /„ m flvjp. Así, UT = l v , y análogamente TU = lw- ■ 



Ejemplo 26. Para los espacios vectoriales P, (R) y R 2 , selecciónese las 
bases ¡3 — { 1, jc) y y — {c,, e_.}, respectivamente. Con la notación del 
Ejemplo 24, tenemos que 



m; 



y [l'Y 




Se puede verificar mediante el producto matricial que cada matriz es la 
inversa de la otra. 



Corolario 1. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con una base 
ordenada p. y sea T: V V lineal . Entonces T es invertible si y sólo si 

[Til* lo es. Además, [T f T J . 1 . 

demostración. Ejercicio. 

Corolario 2. Sea A una matriz de n x n. Entonces A e\s invertible si y sólo si 
L v es invertible. Además (L A ) 1 -- La >• 

demostración. Ejercicio. 

La noción de in vertibilidad se puede utilizar para formalizar lo que 
el lector ya debe haber observado, esto es, que ciertos pares de espacios 
vectoriales se parecen mucho entre sí, excepto por la forma de sus ele- 
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mentos. Por ejemplo, en el caso de M. JxL ,(F) y F si asociamos a cada 
matriz 

c 2) 

la 4-dimensionaI (cuarteta) (a, b , c, d), vemos que las sumas y los pro- 
ductos por escalares se asocian de una manera semejante; esto es, en 
términos de la estructura de espacios vectoriales, estos dos espacios vecto- 
riales pueden considerarse idénticos o “isomorfos". 

Definición. Sean V y W espacios vectoriales. Decimos que V es isomorfo a 
W si existe una transformación lineal T : V -> W que sea invertible. Tal 
transformación lineal se llama isomorfismo de V en W. 

Dejamos como ejercicio la demostración del hecho de que “es isomor- 
fo a" es una relación de equivalencia. 

Ejemplo 27. Defínase T: F- P,(F) mediante T (a u a.) = a, + a>x. Es 
evidente que T es invertible; así F- es isomorfo a P,(F). 

Ejemplo 28. Defínase 

T: P :i (rt)->M„ S (/Í) mediante T(/) = 

Se puede verificar fácilmente que T es lineal. Mediante el uso de la ecua- 
ción de interpolación de Lagrange de la Sección 1.6 puede demostrarse 
(compárese con el Ejercicio 20) que T(/) = O solamente cuando / es el 
polinomio cero. Luego, T es uno-a-uno y por el Teorema 2.20 tenemos 
que T es invertible. Podemos concluir que P,(f?) es isomorfo a M 2x2 (f?). 

En cada uno de los dos ejemplos anteriores, el lector habrá observado 
que los espacios vectoriales isomorfos tienen dimensiones iguales. Como 
lo demuestra el teorema siguiente, esto no es ninguna coincidencia. 

Teorema 2.22. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos (so- 
bre el mismo campo F). Entonces V es isomorfo a W si y sólo si dim(\ /) 
■' dim( W). 

demostración. Supóngase que V es isomorfo a W y que T: V-+W es 
una transformación lineal uno-a-uno de V en W. Entonces como en la 
demostración del Teorema 2.21 tenemos que dim(V) = dim(W). 

Ahora supóngase que dim(V) = dim(W) y sean fS - {*,, . . . , *„} y 

y {Ti y,,} bases para V y W, respectivamente. Por el Teorema 2.7 

existe T: V — ► W tal que T es lineal y TU,) = y¡ para i - \, ... ,n. Utili- 
zando el corolario al Teorema 2.3, tenemos que R(T) = L(T(/?)) «¡ L(y) 
W, por lo que T es sobreyectiva. Por el Teorema 2.5 tenemos que T 
también es uno-a-uno. | 
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Corolario . Si V es un espacio vectorial de dimensión n, entonces V es isomor - 
jo a F n . 

Hasta ahora hemos asociado transformaciones con sus representaciones 
matriciales. Ahora estamos en posición de demostrar que, como espacio 
vectorial, la colección de todas las transformaciones entre dos espacios vec- 
toriales dados puede ser identificada con el espacio vectorial adecuado de 
matrices de m x n. 

Teorema 2.23. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos de 
dimensiones n y m, respectivamente, y sean ¡3 y y bases ordenadas para 
V y W, respectivamente. Entonces la función <í>: £(V, W)-»M myJ1 (F), 
definida por í>(T) = [T]¿ para T ££(V, W) es un isomorfismo. 

demostración. El Teorema 2.9 nos permite concluir que <f> es lineal. 
Entonces debemos demostrar que $ es uno-a-uno y sobreyectiva. Sean 
ft = {x, x n ] y y = {y u . . . , y nt ). 

(a) Demostraremos primero que N(<í>) — {T 0 }, donde T 0 es la trans- 
formación cero. Esto implicará que $ es uno-a-uno. Supóngase que $(T) 
= O. Entonces para cada / tenemos T(xj) = 0y t + ... + 0y w = 0. Por 
el corolario del Teorema 2.7 tenemos que T = T 0 . 

(b) Ahora demostraremos que <í> es sobreyectiva. Sea A una matriz 
de m x n . De acuerdo con el Teorema 2.7 existe T ££(V, W) tal que 

«i 

T (jc y ) = 2A u y¡ para 1 < j < n. 

i 1 

Entonces [T]; -- A, y por lo tanto 4>(T) — A , es sobreyectiva. 

Corolario . Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos de dimen- 
siones m y n, respectivamente. Entonces I(V, W) es dimensionalmente 
finito de dimensión mn. 

demostración. La demostración se sigue de los Teoremas 2.23 y 2.22, 
y del hecho de que dim(AA inxn (F) ) = mn. ■ 

Concluiremos esta sección con un resultado que nos permitirá ver más 
claramente la relación entre transformaciones lineales definidas en espacios 
vectoriales abstractos dimensionalmente finitos y transformaciones linea- 
les definidas en F\ 

Principiaremos citando la transformación x [jc]^ discutida en la Sec- 
ción 2.2. 

Definición. Sea ¡3 una base ordenada para un espacio vectorial n-dimensional V 
sobre el campo F. La representación estándar de V con respecto a f3 
es la función </>^: V — ► F" definida por </>^(x) — [x]p para toda x£V. 
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Ejemplo 29. Sea V - R 2 , fi = {(1, 0), (0, 1)}, y y = {(1, 2), (3, 4)}. 
Para x = (1, —2) tenemos 

<t>p(x) = Mp = y <M*) = Mr = ( 2)- 

Ya hemos observado antes que <¡>p es una transformación lineal. El teo- 
rema siguiente nos dice mucho más. 

Teorema 2.24. Para cualquier espacio vectorial V dimensionalmente finito con 
una base ordenada /?, <¡> y es un isomorfismo. 

demostración. Ejercicio. 

Este teorema nos proporciona una prueba alternativa de que un espa- 
cio vectorial n-dimensional es isomorfo a F n (ver el corolario del Teore- 
ma 2 . 22 ). 

Estamos ahora listos para utilizar la representación estándar de un 
espacio vectorial junto con la representación matricial de una transforma- 
ción lineal para estudiar la relación entre la transformación lineal T: 
V — > W donde V y W son espacios vectoriales abstractos dimensionalmente 
finitos, y l A : F n — > F ni , donde A = [T]J y fi y 7 son bases ordenadas 
cualesquiera para V y W, respectivamente. 

Antes de enunciar el Teorema 2.25 consideraremos la figura 2.2. Nóte- 
se que existen dos composiciones de transformaciones lineales que mapea- 
rán a V en F m : 

1. Mapeo de V en F 11 con <¡>p y continúa esta transformación con L t ; 
esto nos dará la composición L 

2. Mapeo de V en W con T, y continúa por </> r para obtener la com- 
posición <¡>yT. 

Estas dos composiciones están representadas por las flechas punteadas 
en el diagrama. El Teorema 2.25 establece que ambas composiciones dan 
el mismo resultado; esto es, que ambas composiciones son iguales. 



( 2 )\ 



0) 



F n ■ 



W 

F m 



figura 2.2 
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Heurísticamente, el teorema establece que después de que V y W hayan 
sido identificados con F n y F m a través de </>p y respectivamente, pode- 
mos “identificar” a T con l A . 

Teorema 2.25. Sea T : V W una transjori lación lineal de un espado vecto- 
rial n-dimensional V sobre F a un espacio vectorial m-dimensional W 
sobre F. Sean ¡3 y y bases ordenadas, respectivamente, para V y W, y sea 
A =[T]J. Entonces L A <¡>$ — 

demostración. El teorema es esencialmente una reformulación del Teo- 
rema 2.16, porque si entonces 

(L A <t>p)(x) = L A (<fri(*)) = MMp) = ¿Mu = mí Mu 

- [T(jc)] y = *y(T(x)) - (<t>y T)(x). ■ 

Ejemplo 30. Recordemos la transformación T: P ; ,(R) — > P 2 (/?> definida 
en el Ejemplo 17. (T(/) = /'.) Sean /? = {1, x, x 2 , jc 3 } y y = {1, x, x 2 } 
bases ordenadas para P .,(/?) y P¿(R), respectivamente, y sean 4>P : Px(R) 
— » R 4 y <¿> r : P 2 (/? ) R 3 representaciones estándar de P 3 ( R ) y P 2 (R) con 

respecto a ¡3 y y, respectivamente. Sea /! = [T] 4 ; entonces 

/O 1 0 0\ 

^=10 0 2 O). 

\0 0 0 3/ 

Para ilustrar el Teorema 2.25, considérese al polinomio p(x) = 2 + 
x — 3x 2 + 5x 3 . Demostraremos que L Á <¡>p(p) = <£ r T(p). 

Tenemos 



¡0 1 

L AÁP) = 0 0 
\0 0 




/ 2\ 
1 

-3 

5/ 




Pero como 



tenemos que 



T(p) = p f — l — 6x + I5x 2 , 




Así, l A <¡>f¡(,p) = <f>yt (p) . 

Trátese de repetir este ejemplo con distintos polinomios p(x). 
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EJERCICIOS 

1 . Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Para lo siguien- 
te, V y W serán espacios vectoriales con bases ordenadas (finitas) « y /?, 
respectivamente, y T: V — > W será lineal. A y B serán matrices. 

(a) ([TD 1 - [T ^. 

(b) T es invertible si y sólo si T es uno-a-uno y sobreyectiva. 

(c) T = L t donde A = [T]*. 

(d) M 2 x*(F) es isomorfo a F. 

(e) P n (F) es isomorfo a P m (F) si y sólo si n — m. 

(f) AB = / implica que A y B son invertibles. 

(g) (/4- 1 )- 1 = /f. 

(h) A es invertible si y sólo si l A es invertible. 

(i) A debe ser cuadrada para poder tener una inversa. 

2 . * Sean A y B matrices invertibles de n x n. Demostrar que AB e s inver- 

tible y que ( AB) 1 = 2* M 1 . 

3. * Sea /I invertible. Demostrar que es invertible y (/l') -1 = (/í -1 )*. 

4. Demostrar que si A es invertible y AB = O, entonces B ~ O. 

5 . Si /4 2 = O, demostrar que >1 no puede ser invertible. 

6 . Demostrar los Corolarios 1 y 2 del Teorema 2.21. 

7. Sean A y B matrices de n x n tales que AB es invertible. Demostrar que A 
y B son invertibles. Demostrar que, en general, este resultado es falso si 
al menos una de las matrices no es cuadrada. 

8. * Sean A y B matrices de n x n tales que AB — /„. Demostrar que A — B 1 

(y por lo tanto B = A - 1 ). (Decimos en efecto que para matrices cuadra- 
das una inversa unilateral es una inversa bilateral.) 

9 . Demostrar que la transformación definida en el Ejemplo 28 es uno-a-uno. 

10 . Demostrar el Teorema 2.24. 

11. Sea ^ tal que signifique “es isomorfo a”. Demostrar que ^ es una rela- 
ción de equivalencia sobre la clase de espacios vectoriales sobre F tal como 
se define en el Apéndice A. 

12. Sea 

v = {(s 

Constrúyase un isomorfismo de V a P. 
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13 . Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos y sea T: V-» W 
un isomorfismo. Si fi es una base para V, demostrar que es una base 
para W. 

14 . Sea B una matriz invertible de n x n. Defínase <í>: M nxn (F) -*M^ xn (F) 
por $(A) = B l AB. Demostrar que <í> es un isomorfismo. 

15 . Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos y sea T: V — » W 
un isomorfismo. Sea V 0 un subespacio de V. 

(a) Demostrar que T(V 0 ) es un subespacio de W. 

(b) Demostrar que dim(V 0 ) — dim(T(V 0 )). 

16 . Repetir el Ejemplo 30 con el polinomio p(x ) = 1 + x + 2x 2 + 

17. Sea V — M 2 x 2 (F) el espacio vectorial de cuatro dimensiones de las matri- 
ces de 2 x 2 con elementos reales. Recuérdese del Ejemplo 4 que el mapeo 
T: V— > V definido por T(A) = A f para toda A £V e s una transformación 
lineal. 

(a) Sea J3 — (F 11 , F 12 , F 21 , F 22 } donde E ij es la matriz de 2 x 2 que 
tiene el elemento i, j igual a uno y el resto de los elementos iguales 
a cero. Demostrar que p es una base ordenada para V. 

(b) Sea A = [T]^. Calcular A. 

(c) Sea <f> la representación estándar de V con respecto a ¡3. Entonces 
L Á <¡> — </>T por el Teorema 2.25. Verificar esta igualdad para la 
matriz 




esto es, demostrar que — <¿>T(AÍ). 

1 8.* Sea T : V — > 'W una transformación lineal de un espacio vectorial n-dimen- 
sional V a un espacio m-dimensional W. Sean /? y y bases ordenadas para 
V y W, respectivamente. Demostrar que rango(T) = rango(L 4 ) y que nuli- 
dad(T) = nulidad(L 4 ), donde A = [T]J. Sugerencia: Utilizar el Teorema 
2.25 y el Ejercicio 15. 



19 . Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos con bases orde- 
nadas p = {jCí, . . . , x n } y y = {y l7 . . . , y m }, respectivamente. Por el Teo- 
rema 2.7 existe una transformación lineal T¿ y : V W tal que 



T ,;(*,) 



si A: = / 
[0 si k ^ j. 



Demostrar primero que { T ¿ y : 1 < i < m, 1 < / < n} es una base para 

£(V, W). Entonces, sea F' ; una matriz de m x « con 1 en el renglón 



1 
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i-é simo y la columna j-é sima y 0 en cualquier otro lado, y demostrar que 
[Ti;] 7 , — E ij . De nuevo, por el Teorema 2.7 existe una transformación li- 
neal <£>: £(V, W) -»M mxn (F) tal que <t>(T <; ) = E { K Demostrar que $ es 
un isomorfismo. 

20 . Sean c 0 , c l9 ... 9 c H elementos distintos de un campo F. Defínase T: P n (F) 

F n+1 por T(/) — (/(c 0 ), . . . , f(c n )). Demostrar que T es un isomorfis- 
mo. Sugerencia: Utilizar los polinomios de Lagrange asociados con c 0 , 

. . . , c n . 

21 . Sea V el espacio vectorial de sucesiones finitas no nulas en F (definido en 
el Ejemplo 5 de la Sección 1.2), y sea W = P(F). Defínase 

T: V— mediante T(<r) = 2 <r(0*\ 

i = 0 

donde n es el mayor de los enteros con una imagen no nula. Demostrar 
que T es un isomorfismo. 



2.5 LA MATRIZ DE CAMBIO DE COORDENADAS 



En muchas áreas de las matemáticas se utiliza a menudo un cambio de 
variable para simplificar la apariencia de una expresión. Por ejemplo, en 
cálculo puede encontrarse fácilmente una antiderivada de 2xe* 2 haciendo 
el cambio de variable u = x 2 . La expresión que resulta tiene una forma 
tan sencilla que la antiderivada se reconoce fácilmente: 






De la misma forma, en geometría plana puede emplearse el cambio de 
variable 

V5 , , 2VT , -2/5 , , / 5 , 

x — 5 “ * + — 5 — y y y = — ^ — x' + —y r 



para transformar la ecuación 2x- — 4xy + 5 y 2 =1 en la ecuación más 
sencilla 6(x') 2 + (y ') 2 — 1 de cuya forma se reconoce fácilmente que se 
trata de la ecuación de una elipse. (Veremos en la Sección 7.7 cómo se 
determinó este cambio de variable.) Geométricamente, el cambio de va- 
riable 




equivale a una rotación de los ejes coordenados de manera que los ejes 
x y y coincidan con los ejes x' y /, respectivamente, donde 




y y' 



2 V 5 



vt + 
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(Los valores de x' y y' se encontraron al resolver el sistema 

^~-x' + h/J-y' = x 

+ ^fy' = y 

para x' y y' en términos de x y y.) Los vectores obtenidos al someter los 
vectores de la base 




del sistema coordenado x, y a esta rotación son 



5 




/— 2^/3” 




5 


2^y 

5 \ 


y 


\ 5 / 



respectivamente. Estos vectores son vectores unitarios que se alojan en 
el eje x' y el eje /, respectivamente, y por lo tanto forman una nueva 
base 



í/s¿E\ 




5 




V5[ 

[\ 5 / 


*¿L 

\ 5 1) 



para R 2 . 

Surge una interrogante lógica: ¿Cómo es posible transformar vectores 
coordenados con respecto a una base, a vectores coordenados con respecto 
a la otra? La respuesta está dada a través de la relación 



Nótese que la matriz 







[ y '¡ 





/- s/3~ -2*/T \ 



Q = 



5 


5 


2 




5 


5 /' 


a/T 


— 2, S /T\ 


5 


5 


2^/T 





es igual a [l]*„ donde I es la transformación identidad en R 2 . Entonces por 
el Teorema 2.16 [v]^ = para toda v £ R 2 . Un resultado similar es 

cierto en general. 

Teorema 2.26. Sean ¡3 y fi' dos bases ordenadas para un espacio vectorial di- 
mensionalmente finito V y sea Q = Pvljj.- Entonces 
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(a) Q es invertible. 

(b) Para toda v e V, [v] p = 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Como l v es invertible, Q también lo es por el Teorema 2.21. 

(b) Para toda v e V, 

[v] fi = Uv)] fi = [Km? = <Mr 
por el Teorema 2.16. ■ 

La matriz Q definida en el Teorema 2.26 se llama matriz de cambio 
de coordenadas . A causa del inciso (b) del teorema decimos que Q trans- 
forma las coordenadas de ¡3' en coordenadas de fi. Obsérvese que si 
fi = {*i> x 29 , x n ) y fi' = {x' v x'J, entonces 

x) = 2 QijXi 
i = 1 

para / — 1, 2, . . . n ; esto es, la columna y-ésima de Q es O']^ 

Ejemplo 31. Sea V - R 2 , fi = {(1, 1), (1, -1)}, y fi' - {(2, 4), (3, 
1)}. Como (2, 4) = 3(1, 1) - 1(1, -1) y (3, 1) - 2(1, 1) + 1(1, 
— 1), la matriz que transforma las coordenadas de fi' en coordenadas 
de fi es 




Así, por ejemplo, 

[(2, 4)]* = 0(2, 4)]„. = Q = (_ j j . 

Supóngase ahora que T: V-^ W es una transformación lineal entre 
espacios vectoriales dimensionalmente finitos y que fi y fi' son bases orde- 
nadas para V y y y y' son bases ordenadas para W. Entonces T se puede 
representar por matrices relativas a fi y y y relativas a fi' y y'. ¿Cuál 
es la relación entre las matrices [T]£ y [T ]£? La respuesta se ve clara- 
mente de las ecuaciones [J(v)] y = [J] y fi [v] fi y [J(v)] y = [T] y ¿\v]^ dadas 

por el Teorema 2.16, porque si Q y P son matrices de cambio de coor- 
denadas que transforman coordenadas de fi ' en coordenadas de fi y 
coordenadas de y' en coordenadas y, respectivamente, entonces de estas 
ecuaciones es evidente que hay dos métodos para obtener [T(v)] y a partir 
de [ v ] p ,, como se ilustra en la figura 2.3. 

Como [T ] 7 f}Q[v\y = P[ T] 7 ¡y[v] p , para toda v e V, el Teorema 2.17(b) 
implica que [T]£g — P[T]J'. Al ser P invertible (Teorema 2.26), esto da 
la respuesta a la pregunta anterior. 
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Teorema 2.27. Sea T: V — » W una transformación lineal de un espacio vec- 
torial V dimensionalmente finito a un espacio vectorial W dimensionalmen- 
te finito , y sean (3 y /?' bases ordenadas para y y y y y 1 bases ordenadas 
para W. Entonces [T]^ = P -1 [T]^Q> donde Q es la matriz que transforma 
las coordenadas de f3' en coordenadas de y P es la matriz que transforma 
las coordenadas de y ' en coordenadas de y. 



Multiplicar por 

U>V ►[T(w)]y 



Multiplicar por Q 
(para transformar 
coordenadas de ¡3' en 
coordenadas de p). 



| Multiplicar por[T]¡J. 

M, 



Multiplicar por P 
(para transformar 
coordenadas de y' en 
coordenadas de y). 



[T(v)] y 



figura 2.3 



Ejemplo 32. Sean V = R 3 , W = R ! y T: V -> W definida mediante 




Sean ¡3 y y las bases ordenadas estándar para R 3 y R 2 , respectivamente, 
y sean 




(Obsérvese que ¡3' y y' son bases ordenadas para R ! y R 2 , respectivamente.) 
Verificaremos el Teorema 2.27. Tenemos que 



[T]; 



(? : 




y = 



-1 

0 




y algunos cálculos fáciles muestran que las matrices de cambio de coor- 
denadas que transforman coordenadas de J3 ' en coordenadas de y 
coordenadas de y' en coordenadas de y son 
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respectivamente. En la Sección 3.2 se presentará un método para calcular 
P 1 ; mientras tanto, verifiqúese que 




Una multiplicación fácil muestra que [T]¿; = P -1 [T]JQ. 

Un caso particular importante del resultado anterior se tiene cuando 
V = W. Es esta la situación que nos ocupará primordialmente en una gran 
parte del resto del libro. En este caso el teorema toma la siguiente forma. 

Corolario . Sea T : V — » V una transformación lineal en un espacio vectorial di- 
mensionalmente finito V que tiene bases ordenadas ¡3 y J3'. Entonces 
[T]/3' — Q^tTlpQ, donde Q es la matriz que transforma coordenadas de 
¡3' en coordenadas de [3. 

La relación entre las matrices [T]^ y [T]^ del corolario anterior serán 
temas de estudio en los Capítulos 5 y 6. Sin embargo, introduciremos ahora 
el nombre de esta relación. 

Definición . Sean A y B matrices de n x n con elementos del campo F. Deci- 
mos que B es similar a A si existe una matriz invertible O £ M nxn (F) tal 
que B = Q^AQ. 

Obsérvese que la relación de similaridad es una relación de equiva- 
lencia. (Ver el Ejercicio 7.) 

Nótese también que en esta terminología el corolario anterior puede 
enunciarse de la manera siguiente: Si T: V— »V es una transformación 
lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito V, si t /3 y f3' son 
bases ordenadas cualesquiera para V, entonces [T]^ es similar a \T]$. 



EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) Si Q es la matriz de cambio de coordenadas que transforma las 
coordenadas de J3 r en coordenadas de J3 , donde ¡3' = {V, . . ., x'J y 
J3 — {*i, . . . , x n } son bases ordenadas para un espacio vectorial, 
entonces la columna j-é sima de Q es [x ; ]^. 

(b) Toda matriz de cambio de coordenadas es invertible. 

(c) Sea T: V-*W una transformación lineal de un espacio vectorial di- 
mensionalmente finito V a un espacio vectorial dimensionalmente 
finito W, y sean f3 y /?' bases ordenadas para V y y y y' bases ordenadas 
para W. Entonces [T]^ '= PUY,Q, donde Q y P son las matrices de 
cambio de coordenadas que transforman coordenadas de ¡ 3 ' en coor- 
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denadas de j8 y coordenadas de y en coordenadas de y', respecti- 
vamente. 

(d) Las matrices A, B£hA nxn (F) se llaman similares si B = Q f AQ para 
alguna Q £M nxn (F). 

(e) Sea T: V— »V una transformación lineal en un espacio vectorial di- 
mensionalmente finito V. Entonces para cualquier par de bases orde- 
nadas y y para V, [T]^ es similar a [T] y . 

2. Para cada uno de los siguientes pares de bases ordenadas (3 y p' para R 2 , 
encontrar la matriz de cambio de coordenadas que transforma coordenadas 
de fi' en coordenadas de J3. 

(a) p = {e„ e 2 ) y P' = {(a„ a 2 ), (£>„ b 2 )} 

(b) p = {(-1. 3), (2, -1)} y p' = {(0, 10), (5, 0)} 

(c) fi= {(2, 5), (-1, -3)} y p’ = {e„ e 2 ) 

(d) p = {(-4, 3), (2, -1)} y p' = {(2, 1), (-4, 1)} 

3. Para cada uno de los siguientes pares de bases ordenadas p y p' para 

encontrar la matriz de cambio de coordenadas que transforma las 
coordenadas de p' en coordenadas de p. 

(a) p = {x 2 , x, 1} y 

P' = { a 2 x 2 + chx + a 0 , b 2 X 2 + b t x + b 0 , c 2 x 2 + CiX + c 0 ) 

(b) p = {1, x, x 2 } y 

P' — { a 2 x 2 + a¡x + a 0 , b 2 x 2 + bix + b„, c>x 2 + c,x + c„) 

(c) p i= { 2x 2 - x, 3x 2 + 1, x 2 } y P' '= {1, x, x 2 } 

(d) ¿Si— {x 2 — x + 1, x + 1, x 2 + 1} y p' = {j: 2 + x + 4, 

4x 2 - 3x + 2, 2x 2 + 3} 

(e) p = {x 2 — x, x 2 + 1, x — 1} y p' = { 5*- — 2x — 3, 

— 2x 2 + 5^ + 5, 2x 2 — x — 3} 

(f) p = {2x 2 - x + 1, x 2 + 3x - 2, -x 2 + 2x + 1} y p' = {9x - 9, 
x 2 + 21* - 2, 3x 2 + 5x + 2} 



4 . Sea V = R ! , W = R 3 y T: V — > W esté definida mediante 




/ 3a, - a 2 \ 

I 2a, + 4a 2 J. 
\ — a, + aj 



Sean P y y bases ordenadas estándar para R 2 y R 3 , respectivamente, y 
sean 




m 
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(a) Calcular A - [T]J y B = [T£. 

(b) Calcular <2, la matriz de cambio de coordenadas que transforma las 
coordenadas de fi f en coordenadas de fi, y P, la matriz de cambio 
de coordenadas que transforma coordenadas de y' en coordenadas 
de y. 

(c) Verificar que B ■= P*M0, considerando que 



/I 0 



p - 1 = i i 
\o o 




5 . Sea T: Pi(P) -> Pi(P) definida por T (p) = p', la derivada de p€Pi(P) 
Sean = {1, x) y = {1 + x, 1 — jc}. 

(a) Encontrar la matriz de cambio de coordenadas Q que transforma las 
coordenadas de fi r en coordenadas de fi. 

(b) Encontrar Q 1 . (Ver el Ejemplo 32.) 

(c) Calcular A = [T]$ y B = [T]^^ y verificar que P = G’Mg. 

6. Demostrar el corolario del Teorema 2.21. 

7. Recordando la definición de una relación de equivalencia dada en el Apén- 
dice A, demostrar que la relación “es similar a” es una relación de equiva- 
lencia sobre M rtxin (P). 

8 . Demostrar que si A y B son matrices semejantes de n x n, entonces tr(^4) 

= tr(P). Sugerencia : Utilizar el Ejercicio 12 de la Sección 2.3. 

9. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con bases ordenadas 

fi y r- 

(a) Demostrar que si Q y R son las matrices de cambio de coordenadas 
que transforman coordenadas de <x en coordenadas de ¡3 y coorde- 
nadas de J3 en coordenadas de y, respectivamente, entonces RQ es 
la matriz de cambio de coordenadas que transforma coordenadas de 
.a en coordenadas de y. 

(b) Demostrar que si Q transforma coordenadas de a en coordenadas de 
/3, entonces Q 1 transforma coordenadas de ¡3 en coordenadas de a. 

10. Sea A una matriz de m x n con elementos de un campo F, y sean fi y y 
bases ordenadas para F 11 y F ni , respectivamente. Sea B — [L]¿. Demostrar 
que B = P X AQ donde P es la matriz de m x m con la columna /-é sima 
igual al vector j-é simo en fi y Q es la matriz de n x n con la columna 
j-é sima igual al vector j-é simo en y. 
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11. * Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre un campo F y 

sea p = {jci, ...,*»} una base ordenada para V. Sea Q una matriz inver- 
tible de n x n con elementos de F. Defínase 

n 

= 2 Qij*¡ paca 1 < i < n > 

i — 1 

y hágase ¡3' = {x' v . . ., x' n }. Demostrar que p' es una base para V y por 
lo tanto Q es la matriz de cambio de coordenadas que transforma coorde- 
nadas de /?' en coordenadas de p. 

12. * Demostrar la recíproca de Teorema 2.27: Si A y B son ambas matrices 

de m x n sobre un campo F y existen matrices invertibles P y Q de m x m 
y n x n, respectivamente, tales que B = PAQ, entonces existen un espacio 
vectorial n-dimensional V y un espacio vectorial m-dimensional W (ambos 
sobre F), bases ordenadas p y p f para V y y y y' para W y una transfor- 
mación lineal T: V-VW tal que 

A = [ T]; y B=[T];,. 

Sugerencias: Sean V = F n , W = F m , T = L A y p y y bases ordenadas están- 

dar para F n y F m , respectivamente. Sea p' una base ordenada para V obte- 
nida a partir de p a través de Q (de acuerdo con la definición dada en 
la página 106 y justificada por el Ejercicio 11), y sea y' la base para W 
obtenida de y a través de P~\ 

2 . 6 * ESPACIOS DUALES 

En esta sección nos interesaremos exclusivamente en las transformaciones 
lineales de un espacio vectorial V en su campo de escalares F, que a su 
vez es un espacio vectorial de dimensión 1 sobre F. Tal transformación 
lineal se llama funcional lineal en V. En el cálculo, la integral definida nos 
proporciona uno de los ejemplos más importantes en matemáticas de 
una funcional lineal. (Ver Ejemplo 33.) Utilizaremos generalmente las 
letras f, g, h, . . . para denotar a las funcionales lineales. 

Ejemplo 33. Sea V el espacio vectorial de funciones continuas complejas 
(o reales) sobre el intervalo [ a , b]. La función f: V— »C (o R ) defini- 
da por 

f(*) = J' x(t)dí 

es una funcional lineal en V. Si el intervalo es [0, 2? r] y n es un entero, 
la función definida por 

h„(x) = J- f x(t)e ' n1 di 
2 * Jo 
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también es una funcional lineal. En los textos de análisis al escalar h n (jt) 
se le llama el n-ésimo coeficiente de Fourier de x. 

Ejemplo 34. Sea V = M mxn (F) y defínase f: V — » F por f {A) — tr (A), 
la traza de A. Por el Ejercicio 6 de la Sección 1.3, tenemos que f es una 
funcional lineal. 



Ejemplo 35. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con la 
base ordenada ¡3 = {x u x 2 , ... , x n }. Para cada i = 1, . . . , n, defínase 
f¿0) = a i9 donde 



( a '\ 

*2 



[x] P = ; 



\aj 



es el vector de coordenadas de x relativo a ¡3. Entonces f j es una funcional 
lineal en V llamada la i -ésima función coordenada con respecto a la 
base ¡3 . Nótese que f ¡(x,*) = Estas funcionales lineales jugarán un 
papel muy importante en la teoría de los espacios duales. (Ver el Teore- 
ma 2.28.) 



Definición. Para un espacio vectorial V sobre F, definimos al espacio dual de 

V como el espacio vectorial I(V, F), denotado por V*. 

Por tanto, V* es el espacio vectorial que consta de todas las funcio- 
nales lineales en V con las operaciones de suma y de multiplicación por 
escalares tal como se definieron en la Sección 2.2. Nótese que si V es 
dimensionalmente finito, entonces dim(V*) = dim(£(V, F)) = dim(V) • 
dim(F) = dim(V). Por lo tanto, por el Teorema 2.22, V y V* son iso- 
morfos. También podemos definir el doble dual V** de V como el dual 
de V*. Demostraremos, de hecho, que existe una identificación natural de 

V y V**. 

Teorema 2.28. Supóngase que V es un espacio vectorial dimensionalmente fini- 
to con la base ordenada J3 = {x a , . . . , x n ). Sean f i ( 1 < i < n) las fun- 
ciones coordenadas con respecto a ¡3 tal como se definieron anteriormente 
y sea ¡3* = {f l5 . . . , f n }. Entonces f3* es una base ordenada para V*, 
y para cualquier f £V* tenemos que 

f = £f(xi)f,. 

i = 1 



Llamamos a J3* la base dual de ¡3 . 
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demostración. Sea f £V*. Como dim(V*) = n , sólo necesitamos pro- 
bar que 

f = 2f(*i)fi, 

i = 1 

porque entonces ¡3* generará a V*. Sea 

9 = 2 

i = 1 

Para 1 < / < n, tenemos que 

= ( 2 (xj) = 2 fUOfiU/) 

\ i = 1 J i = 1 

= 2 = f(*¿). 



Por lo tanto, por el corolario del Teorema 2.7, g = f, por lo que el teore- 
ma queda demostrado. ■ 

Ejemplo 36. Sea J3 — {(2, 1), (3, 1)} una base ordenada para R 2 . De- 
terminaremos explícitamente la base dual J3* = {f 1? f 2 } de f3. Necesitamos 
considerar las ecuaciones: 

1 = M2, 1) = U{2e x + e 2 ) = 2f 1 (e 1 ) + f x (e 2 ) 

0 - fi(3, 1) - fi(3e x + e 2 ) = 3f 1 (e 1 ) + f x (e 2 ). 



Resolviéndolas tenemos que f 1 (e 1 ) = — 1 y f x (e 2 ) — 3 es decir que 
fi(X y) — ~~x + 3 y. De manera semejante puede probarse que f 2 (x, 
y) = x -2 y. 

Ahora supondremos que V y W son espacios vectoriales dimensional- 
mente finitos sobre F con bases ordenadas ¡3 y y, respectivamente. En la 
Sección 2.4 demostramos que existe una correspondencia uno-a-uno entre 
las transformaciones lineales T: V— »W y las matrices de m x n (sobre 
F ) por medio de la correspondencia T [T]^. Para una matriz de la for- 
ma A — [T]^, la pregunta es si existe o no una transformación lineal U 
asociada con T de alguna manera natural tal que U pueda representarse 
en alguna base como A f . Por supuesto, si m^n, sería imposible para U 
ser una transformación lineal de V en W. Resolveremos esta pregunta 
aplicando lo que ya hemos aprendido sobre espacios duales. 

Teorema 2.29. Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos sobre 
F con bases ordenadas ¡3 y y, respectivamente. Para cualquier transforma- 
ción lineal T: V W, el mapeo T f : W* -> V* definido por T*(g) = 
goT para toda g £ W* es una transformación lineal con la propiedad de 
que [T*]" - ([T]p í . 



114 Transformaciones lineales y matrices 



demostración. Para g £W*, es evidente que T*(g) = g o T es una fun- 
ción lineal en V y por lo tanto es un elemento de V*. Así, T* mapea a W* 
en V*. Dejaremos al lector la demostración de que T f es lineal. 

Para completar la demostración sean J3 = {x u . . . , x n } y y = {y x , 
. . • , y m ) con bases duales fi* = {fi, . . . , f„} y y* = {gi, . . . , g m}, res- 
pectivamente. Por conveniencia, sean A — [T]J y B — Entonces 

m 

T(x¡) =2 ¿kty* para 1 < i < n, 

k = i 

y 

T f (g/) = 2 BijU para 1 < / < m. 

i = l 

Debemos demostrar que B — A*. El Teorema 2.28 muestra que 
T*(g,) = ° T = 2 (gy 0 T)(*¡)fi, 

i = 1 

y entonces 

/ rn 

Bij = (g# ° T) (xí) - g> (T (JCi) ) = g> ( 2 A ki y* 

\k = i 

m m 

.2 2 Aki^jis Aji ' (A^ij. 

k = i fc=l 

Por lo tanto B = AK | 

La transformación lineal T* definida en el Teorema 2.29 se llama trans- 
puesta de T. Es evidente que V es la única transformación lineal U tal 
que [U];:= cm ;y. 

Ahora nos ocuparemos de la demostración de que cualquier espacio 
vectorial dimensionalmente finito V puede ser identificado de una manera 
muy natural con su doble dual V**. Produciremos, de hecho, un isomor- 
fismo entre V y V** que no dependerá de ninguna selección de bases para 
los dos espacios vectoriales. 

Para un vector x £ V definimos x : V* — > F por x(f) = f (jc) para toda 
f£V*. Es fácil verificar que x es una funcional lineal en V* y entonces 
x £V**. La correspondencia nos permitirá definir el isomorfismo 

deseado entre V y V**. 

Lema . Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y sea x£V. Si 
£ (f) =0 para toda f £V*, entonces x = 0. 

demostración. Si x =£ 0 entonces podemos tomar una base ordenada 
J3 = {x u . . . , x n } para V tal que x 1 = x. Sea {f 1? . . . , f w } la base dual 
de J8. Entonces se tiene que fi(Xi) = 1 lo que es una contradicción. 
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Teorema 2 . 30 . Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y sea 

V — > V** que esté def irada por <//(x) — %, Entonces $ es un isomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) $ es lineal: Sea x, y £V y a£F. Para f £V* tenemos que 

t(x + ay)( f) = f(x + ay) = f(x) + ai (y) = *(f) + ay(f) 

= (í +^)(f). 

Por lo tanto 



i^(x + ay) = x + ay — i¡/(x) -f a*p(y). 

(b) i// es uno-a-uno: Supóngase que i¡/(x) es la funcional cero en V* 
para alguna *£V. Entonces *(f) = 0 para toda f £V*. Por el lema ante- 
rior concluimos que x = 0. 

(c) ij/ es un isomorfismo: Esto se deduce de (b) y del hecho de que 

dim(V) = dim(V**). ■ 

Corolario . Sea V ún espacio vectorial dimensionalmente finito con un espacio 
dual V*. Entonces , toda base ordenada de V* es /a ¿ase dwa/ de alguna 
base de V. 

demostración. Sea {fj, ... , f n } una base ordenada de V*. Podemos 
combinar los Teoremas 2.28 y 2.30 para concluir que para esta base de 
V* existe una base dual [x u . . . , x n ] en V**, esto es = X t (t f ) = f y (x¿). 
Por tanto {f l5 . . . , f n } es la base dual de {x u . . . , x n ). ■ 

Aun cuando muchas de las ideas de esta sección se pueden extender 
para el caso donde V no es dimensionalmente finito, por ejemplo la exis- 
tencia de un espacio dual, únicamente un espacio vectorial dimensionalmen- 
te finito es isomorfo a su doble dual a través del mapeo x — * x. De hecho, 
para espacios vectoriales dimensionalmente infinitos, V y V* nunca son 
isomorfos. 



EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Supóngase que 
todos los espacios vectoriales son dimensionalmente finitos. 

(a) Toda transformación lineal es una funcional lineal. 

(b) Una funcional lineal definida en un campo puede ser representada 
como una matriz de 1 x 1 . 

(c) Todo espacio vectorial es isomorfo a su espacio dual. 

(d) Todo espacio vectorial es el dual de algún otro espacio vectorial. 

(e) Si T es un isomorfismo de V en V* y B es una base ordenada finita 
de V, entonces T(/?) = fi*. 
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(f) Si T es una transformación lineal de V en W, entonces el dominio 
de (T t ) t es V**. 

(g) Si V es isomorfo a W, entonces V* es isomorfo a W*. 

(h) La derivada de una función puede considerarse como una funcional 
lineal en el espacio vectorial de funciones diferenciables. 

2 . Para las siguientes funciones en un espacio vectorial V, determinar cuáles 
son funcionales lineales. 

(a) V — P(fl); f (p) = 2p'(0) + p"( 1), donde ' significa diferenciación 

(b) V = R 2 ; f(x, y) = (2x, 4 y) 

(c) V - M 2 x2 (F); f(A) - tr (A) 

(d) V = R 3 ; f ( jc, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

(e) V = P(R);f(p) = £ P (Odí 

(f) V = M 2x2 (i?);fG4) =A U 

3 . Como en el Ejemplo 36, para todos los espacios vectoriales V y bases ¡3 
que aparecen a continuación, encontrar la base dual ¡3* para V*. 

(a) V = R 3 ; /? = {(1, 0, 1), (1,2, 1), (0,0, 1)} 

(b) V= P,(K);0 = {l,*,* 2 } 

4 . Sea V = R 3 y defínase f 1? f 2 , f 3 €V* mediante y, z) = x — 2 y, f 2 (x, y, 
z) = x + y + z, y f 3 (*, y, z) — y — 3 z. Demostrar que {fi, f 2 , f 3 } es una 
base para V* y luego encontrar una base para V para la cual sea el dual. 



5 . Sea V = P^R) y para p£V defínase f 1( f 2 £V* mediante 



fi (P) = f g P(^ dí 
f ,(P) ~= p(t)di. 



Demostrar que {f 1? f 2 } es una base para V* y encontrar una base para V 
para la cual sea el dual. 



6. Defínase f£(R 2 )* mediante f (jc, y) — 2x -f y y T: R 2 — » R 2 mediante 
T(*, y) = (3* + 2y, x). 

(a) Calcular T*(f). 

(b) Calcular [T*]^, donde J3 es la base ordenada estándar para R 2 y /?* - 
{fi, f 2 } encontrando escalares a, b, c y d tales que T^L) = afi + bf 2 
y T*(f 2 ) =cf 1 + df 2 . 

(c) Calcular [T]^ y [T]* y comparar los resultados con los del inciso 

(b). 
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Sean V = Pi (R) y W = R 2 con sus respectivas bases ordenadas 0 = {1, x} 
y y — {«i, e 2 ). Defínase T: V— »W mediante T(p) = (p(0) — 2p(l), 
p(0) + p'(0)), donde p' es la derivada de p. 

(a) Si f £W* está definida por 

f(a, b) = a — 2b, 

calcular T ( (f). 

(b) Calcular [T']** sin recurrir al Teorema 2.29. 

(c) Calcular [T]* y su transpuesta y comparar el resultado con el del in- 
ciso (b). 

Demostrar que todo plano que pasa por el origan en R 3 puede ser identifi- 
cado con el espacio nulo de un elemento en (R 3 )*. Enunciar un resultado 
semejante en R 2 . 

Sea T una función de F“ en F m . Demostrar que T es lineal si y sólo si existen 
f„ . . . , f m € (F n )* tales que T(x) = (fiU), . . . , f m (x)) para toda x£? n . 
Sugerencia: Si T es lineal, defínase f¡(x) = (g¡ ° T)(x) para x £ F" ; es de- 

cir, f¡ = T'fg») para 1 < i < m, donde {g,, . . . , g m } es la base dual de 
la base ordenada estándar de F m . 



Sea V = P n (F) y sean c 0 , , c n , escalares distintos en F. 

(a) Para 0 < i < n defínase f, €V* mediante fj(p) = p(c¡). Demostrar 
que {f 0 , . . . , f„} es una base de V*. Sugerencia: Aplicar cualquier 
combinación lineal de este conjunto que iguale la transformación cero 
con p(í) = (/ - CxXt - c 2 ) •• • (< - c„) y deducir que el primer 
coeficiente es cero. 

(b) Utilizar el corolario del Teorema 2.30 y el inciso (a) para demostrar 
que existen polinomios únicos p 0 , . . . , Pn tales que Pi(Cj) == S ü para 
0 < i < n. Estos polinomios son los polinomios de Lagrange defini- 
dos en la Sección 1.6. 

(c) Para escalares cualesquiera a 0 , . . . , a n (no necesariamente distintos), 
dedúzcase que existe un polinomio único q de grado n tal que 
q(Ci) — ai para 0 < i < n. De hecho 

n 

q = 2 a¡Pi. 

X - 0 

(d) Deducir la fórmula de interpolación de Lagrange: 



para toda p 6 V. 
(e) Demostrar que 



P 



2 p(c¡)Pi 



i -o 




n 

p(t)dt = 2 p(c¡)di, 

i = 0 
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donde 

di = í p¡(t)dí. 



Supóngase ahora que 




n 



para i = 0, . . . , n. 



Para n— 1 la expresión anterior representa la regla trapezoidal para 
polinomios. Para n — 2, comparar el resultado con la regla de Simp- 
son para polinomios. 



1 1 . Sean V y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos sobre F, y sean 
if/t y \¡/ 2 isomorfismos entre VyV**yWyW**, respectivamente, tal como 
se definieron en el Teorema 2.30. Sea T: V — » W lineal, y defínase 
T xt — (T*)*. Demostrar que el diagrama de la figura 2.4 conmuta, es decir, 
que \¡/ 2 T = T íf ^i. 



*2 



T" 

figura 2.4 

12. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con la base ordenada 
/?. Demostrar que $(£}) ~ /?**, donde i¡/ es como se definió en el Teore- 
ma 2.30. 

Para los problemas 13 a 17, V será un espacio vectorial dimensional- 
mente finito sobre F. Si S es un subconjunto de V, definimos al aniquilador 
S° de S como S° = {f £V*: f (jc) = 0 para toda jcGÓ 1 }. 

13. (a) Demostrar que *S° es un subespacio de V*. 

(b) Si W es un subespacio de V y x^W, demostrar que existe f £W° tal 
que f (jc) yéz 0. 

(c) Demostrar que ó 00 — L(^(5)), donde \p es como se definió en el 
Teorema 2.30. 

(d) Para los subespacios W x y W 2 , demostrar que W t — W 2 si y sólo si 

W° = W° . 

1 2 

(e) Para los subespacios Wj y W 2 , demostrar que (Wi + W 2 )° -= 

w; n w;. 
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14. Si W es un subespacio de V, demostrar que dim(W) + dim(W°) = dim(V). 

Sugerencia: Sea {x u ... , x k } una base ordenada de W y extiéndase a 

una base ordenada J3 = {* 1 , . . . , x n ) de V. Sea fi* — {fi, . . . , f n }. De- 
mostrar que (f* +1 , . . . , f w } es una base de W°. 

15 . Supóngase que W es un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre F 

y que T: es lineal. Demostrar que N(T*) = (R(T))°. 

16 . Utilizar los Ejercicios 14 y 15 para deducir que rango(/4) = rango(^4*) 
para toda A €M mxn (F). 

17. Sea T: V — » V una transformación lineal y W un subespacio de V. Demos- 
trar que W es T-invariante (tal como se definió en el Ejercicio 24 de la 
Sección 2.1) si y sólo si W° es TMnvariante. 



2 . 7 * ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS 
CON COEFICIENTES CONSTANTES 

A manera de introducción a esta sección, consideremos el siguiente pro- 
blema físico. Un peso de masa m se sujeta a un resorte suspendido verti- 
calmente al que se le permite elongarse hasta que las fuerzas que obran 
sobre el peso están en equilibrio. Supongamos ahora que el peso permane- 
ce en reposo y superpongamos un sistema coordenado XY con el peso 
en el origen y el resorte localizado en la parte superior del eje Y. (Ver 
Fig. 2.5.) 



Y 




Supóngase que en un cierto instante, por ejemplo t — 0, el peso se 
hace descender una distancia .s- a lo largo del eje Y y luego se suelta. 
Entonces el resorte empezará a oscilar. 

Describamos el movimiento del resorte. En cualquier instante t > 0, 
sea F(í) la fuerza que actúa sobre el peso y y(/) sea la coordenada del 



1 
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peso a lo largo del eje Y . Por ejemplo, y(0) = —s. La segunda derivada 
de y con respecto al tiempo, /'(O, es la aceleración del peso en el ins- 
tante /, y por lo tanto de acuerdo con la segunda ley de Newton 

F(t) = (1) 

Es razonable suponer que la fuerza que actúa sobre el peso se debe 
totalmente a la tensión del resorte y que esta fuerza satisface la ley de 
Hooke: La fuerza que actúa sobre el peso es proporcional a su despla- 
zamiento a partir de la posición de equilibrio , pero en dirección opuesta. 
Si k > 0 es la constante de proporcionalidad, entonces la ley de Hooke 
establece que 

F(t) = —ky(t). (2) 

Combinando las ecuaciones (1) y (2), obtenemos 

my " — —ky 

o bien 

y" + — y = 0. (3) 

m 

La expresión de la ecuación (3) es un ejemplo de “ecuación diferen- 
cial”. Una ecuación diferencial en una función incógnita y-= y(t) es una 
ecuación que involucra a y, a í y a las derivadas de y. Si la ecuación 
diferencial es de la forma 

a n y w + a n -i>’ <n ~ 1> + . . . + a,y (1) + a 0 y = f, (4) 

donde a n , a u . . . , a* y / son funciones de í y y ik) es la /c-ésima derivada 
de y, entonces se dice que la ecuación es lineal. Las funciones a, se deno- 
minan coeficientes de la ecuación diferencial lineal (4). Así, la ecuación 
(3) es un ejemplo de ecuación diferencial lineal en donde los coeficientes 
son constantes y la función / es idéntica a cero. -Cuando la función / de 
la ecuación (4) es idéntica a cero, la ecuación diferencial lineal se llama 
homogénea. 

En esta sección aplicaremos el álgebra lineal que hemos estudiado 
para resolver ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficien- 
tes constantes. Si a n 0, decimos que la ecuación diferencial (4) es de 
orden n. En este caso podemos dividir ambos lados entre o» para obtener 
una ecuación nueva pero equivalente 

y (M » + + . . . + b,y n) + b 0 y = 0, 

donde b ¡ = «¡/o, para i = 0, 1 l.A causa de esta observación 
supondremos siempre que el coeficiente inicial a„ de la ecuación (4) es 1. 

Una solución a la ecuación (4) es una función tal que cuando se subs- 
tituye en y reduce la ecuación (4) a una identidad. 
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Ejemplo 37. La función y(0 = sen yjk/mt es una solución a la ecua- 
ción (3) puesto que 

k k I k k I k 

y" (t ) + — v(0 = — — sen % — t + — sen \ — t — 0 
J m m 1 m m 1 m 

para toda t. Nótese, sin embargo, que al substituir y(0 ■= t en la ecua- 
ción (3) se obtiene 

y"(0 + —y( 0 = -£-*, 

m m 

lo cual no es idénticamente cero. Por tanto, y ( 0 = t no es solución a la 
ecuación (3). 

Al intentar resolver ecuaciones diferenciales, descubriremos que es de 
utilidad considerar las soluciones como funciones complejas de una varia- 
ble real, aun cuando las soluciones que para nosotros tienen significado 
son las funciones reales de variable real. La conveniencia de este punto 
de vista se hará más claro posteriormente. Así, nos ocuparemos del espa- 
cio vectorial 7{R, C) (tal como se definió en el Ejemplo 3 de la Sec- 
ción 1.2). A fin de considerar a las funciones complejas de variable real 
como soluciones a las ecuaciones diferenciales debemos definir lo que 
significa diferenciar tales funciones. Dada una función compleja x £7{R, C) 
de una variable real í, existen funciones reales únicas y x 2 de t, tales que 

x(t) = *i(í) + ix 2 (í) para t£R, 

donde i es el número imaginario puro tal que P ~ — 1. Decimos que x x 
es la parte real y que x, es la parte imaginaria de x. 

Definición. Dada una función x£7(R, C) con parte real x, y parte imaginaria 
x 2 , decimos que x es diferenciable si x t y x 2 son diferenciables. Si x es 
diferenciable definimos la derivada de x, x' como 

x' = Xj + ix' . 

Ejemplo 38. Si x{t) = eos 2t + / sen 2 1, entonces 
x'ft) = -2 sen 2 1 + í( 2 eos 2/). 

Determinamos a continuación la parte real e imaginaria de x . Como 
x>( t ) = (eos 2 i + i sen 2 O 2 = (eos 2 2 1 - sen 2 20 + i( 2 sen 2 1 eos 2t ) 

= eos 4 1 + i sen 4í, 

la parte real de jc 2 (0 es eos 4 1 y la parte imaginaria es sen 4 1. 

El teorema siguiente indica que debemos limitar nuestras investigacio- 
nes a un espacio vectorial considerablemente menor que 7(R, C ). Su de- 
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mostración, ilustrada en el Ejemplo 39, implica un sencillo argumento de 
inducción, la cual omitiremos. 

Teorema 2.31. Cualquier solución a una ecuación diferencial lineal homogénea 
con coeficientes constantes tiene derivadas de todos los órdenes; esto es, 
si x es una solución para tal ecuación, entonces x ík) existe para todo ente- 
ro positivo k. 

Ejemplo 39. Como ilustración del Teorema 2.31 considérese la ecuación 

y (2) + Ay — 0. 

Claramente, para ser calificada como solución, una función y debe tener 
dos derivadas. Sin embargo, si y es una solución, 

y (2) = — Ay. 

Ahora, como y {2> es un múltiplo constante de una función que tiene 
dos derivadas, a saber la función y, y {2) debe tener dos derivadas y enton- 
ces y (l) existe. De hecho 

y o ) — — 4y ^ 2 ) . 

Como y í4) es un múltiplo constante de una función que hemos mostrado 
que tiene al menos dos derivadas, también tiene al menos dos derivadas, 
y por lo tanto y (0) existe. Continuando de esta manera podemos demostrar 
que cualquier solución tiene derivadas de todos los órdenes. 

Definición . Utilizaremos el símbolo C x para representar al conjunto de todas 
las funciones en 7(R, C) que tienen derivadas de todos los órdenes. 

Es un ejercicio sencillo demostrar que C x es un subespacio de 7(7?, C) 
y, por tanto, un espacio vectorial sobre C. Como resultado del Teorema 
2.31 es este espacio vectorial el que nos interesa. Para jc£C x la derivada 
x f de x también está en C x . Podemos utilizar la operación derivada para 
definir un mapeo D: C x — » C x mediante 

D(jc) = x' para x £C X . 

Es fácil demostrar que D es una transformación lineal. Más generalmente, 
considérese cualquier polinomio sobre C de la forma 

p(t) = a n t n +• a»./- 1 + ... + a x t + a {) . 

Entonces 

p( D) = a„ D" + tfnjD”' 1 + ... + a,D + a 0 1 
es una transformación lineal. (Ver el Apéndice E.) 
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Definiciones . Para cualquier polinomio p(t) sobre C, p(D) se llama operador 
diferencial. El orden del operador diferencial p(D) es el grado del polino- 
mio p(t). 

Los operadores diferenciales son útiles porque nos proporcionan me- 
dios para reformular una ecuación diferencial dentro del contexto del 
álgebra lineal. Cualquier ecuación diferencial lineal homogénea con coefi- 
cientes constantes 

y (n) 4- an^y (tl ~ u 4- . . . 4- a,y (1) 4- a 0 y = 0 

puede ser escrita de nuevo por medio de operadores diferenciales como 
(D» + + ... +0x0 + a 0 \)(y) - 0. 

Definición . Dada la ecuación diferencial anterior , el polinomio complejo 

p(t) = t 11 + an-it*- 1 4- . . . 4- a,t + a 0 
se llama polinomio auxiliar asociado con la ecuación . 

Por ejemplo, la ecuación (3) tiene el polinomio auxiliar 

pío = ? + —. 

m 

Cualquier ecuación diferencial lineal homogénea con coeficientes cons- 
tantes puede reescribirse como 

p(D)(y) = 0 , 

donde p(t) es el polinomio auxiliar asociado con la ecuación. Claramente 
esta ecuación implica lo siguiente. 

Teorema 2.32. El conjunto de todas las soluciones a una ecuación diferencial 
lineal homogénea con coeficientes constantes coincide con el espacio nulo 
de p(D) , donde p(t) es el polinomio auxiliar asociado con la ecuación. 

Corolario . El conjunto de todas las soluciones a una ecuación diferencial lineal 
homogénea con coeficientes constantes es un subespacio de C°. 

En vista del corolario anterior, llamaremos al conjunto de soluciones 
a una ecuación diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes, 
el espacio solución de la ecuación. Una manera práctica de describir tal 
espacio es encontrar una base para él. Examinaremos una cierta clase de 
funciones que serán de utilidad para encontrar bases para estos espacios 
solución. 

Para un número real s, ya estamos familiarizados con el número real 
e\ donde e es el número único cuyo logaritmo natural es 1 (esto es, 
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\n(e) = 1). Por ejemplo, conocemos algunas propiedades de la exponen- 
dación: 

e s+t = e s e t y e~ l — — 
e l 

para cualquier par de números reales s y t. Extenderemos ahora la defi- 
nición de las potencias de e para incluir a los números complejos de tal 
modo que estas propiedades continúen siendo válidas. 

Definición. Sea c = a + ib cualquier número complejo con parte real a y parte 
imaginaria b. Defínase 

e c — e a (cay b + i sen b). 

Por ejemplo, para c = 2 + /(tt/3), 

e c = e 2 (eos j + i sen ^ = e 2 (i + 

Claramente, si c es real (& = 0), obtenemos el resultado usual e c = e®. 
Puede demostrarse con el uso de identidades trigonométricas que 

e c +d — y £-c — _ 

para cualquier par de complejos c y d. 

Definición. Sea c cualquier número complejo . La función f: R — * C definida 
por f(t) = e ct para toda t en R se llama función exponencial. 

La derivada de una función exponencial, como se describe en el teore- 
ma siguiente, es como esperaríamos. La demostración implica un cálculo 
directo, aunque tedioso, que dejaremos como ejercicio. 

Teorema 2.33. Para cualquier función exponencial f(t) = e ct , f'(t) — ce ct . 

Utilizaremos funciones exponenciales para describir todas las solucio- 
nes de una ecuación diferencial lineal homogénea de orden 1. Recuérdese 
que el orden de dicha ecuación es igual al grado de su polinomio auxiliar, 
de manera que una ecuación de orden 1 es de la forma 

y f + a 0 y = 0 (5) 

Teorema 2.34. El espacio solución para la ecuación (5) es de dimensión 1 y 
tiene a {e _aot } como base. 

demostración. Claramente, la ecuación (5) tiene a e a como solución. 
Supóngase que x(t) es una solución cualquiera a la ecuación (5). En- 
tonces 

x'(t) — —a {) x{t) para toda t£R. 
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Defínase 

z(t) — e^ f x(t). 

Al diferenciar z obtenemos 

z'(t) — (e a ° t )'x(t) + e aot x'(t) a 0 e a <> t x(t) — a 0 e a ° t x(t) = 0. 

Nótese que la conocida regla para la diferenciación de productos se 
conserva para funciones complejas de variable real. Una justificación impli- 
ca un cálculo directo aunque bastante largo. 

Como z! es idénticamente cero, z es una función constante. De nuevo, 
este hecho, muy conocido para funciones reales de variable real, también 
es cierto para funciones complejas; la demostración, semejante a la que se 
hace para el caso real, implica considerar por separado las partes real e 
imaginaria de z . Entonces, existe un número complejo c tal que 

z(t) — e 0 ** x(t ) — c para toda t£R. 

Así, 

x(t) = cer a °K 

De donde concluimos que cualquier miembro del espacio solución de la 
ecuación (5) es una combinación lineal de er a ■ 

Otra manera de formular el Teorema 2.34 es la siguiente. 

Corolario. Para cualquier número complejo c, el espacio nulo del operador dife- 
rencial D — c! tiene como base a {e ct }. 

Nos ocuparemos ahora de ecuaciones diferenciales de orden superior 
a uno. Dada una ecuación diferencial lineal homogénea de orden n con 
coeficientes constantes 

y (w) 4- + . . . + tfiy (1) + a 0 y — 0 , 

su polinomio auxiliar 

p(t) = f 1 + + . . . + a^t + a Q 

se descompone en un producto de factores de grado 1: 

P(t) — (t ~ CiHí - C 2 ) ... (t “ Cfi ) , 

donde c u c 2 , . . . , c n son números complejos (no necesariamente distintos). 
(Esto se deduce del teorema fundamental del álgebra dado en el Apén- 
dice D.) Entonces 

p( D) = (Z> — cj) (D - c 2 1) . . . (D - c n I). 

Pero los operadores D — c¡ I conmutan y así, por el Ejercicio 9, tenemos 
que 

N(D — c¿I) C N(p(D)) para toda i. 
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Como N(p(D)) coincide con el espacio solución de la ecuación diferen- 
cial dada, podemos concluir el siguiente resultado por el corolario del 
Teorema 2.34. 

Teorema 2 . 35 . Sea p(t) el polinomio apxiliar para una ecuación diferencial li- 
neal homogénea con coeficientes constantes. Para cualquier número com- 
plejo c, si c er un cero de p(t), entonces e c ‘ es una solución a la ecuación 

diferencial. 

Ejemplo 40. Dada la ecuación diferencial 

♦ 

y" ~ 3/ + 2y = 0, 

su polinomio auxiliar p(t) = t 2 - 3t + 2 se puede factorizar como 

P(t ) = (í- 1 )(/ - 2). 

Por tanto, por el Teorema 2.35, e* y e 2t son soluciones de la ecuación 
anterior porque c - 1 y c = 2 son ceros de p(t). Como el espacio solu- 
ción de la ecuación anterior es un subespacio de C x , L({e\ e 2t }) se en- 
cuentra en el espacio solución. Es sencillo demostrar que { e e 2t ) es 
linealmente independiente y si pudiéramos demostrar que el espacio solu- 
ción es bidimensional, podríamos concluir que {e*, e 2t ) es una base para 
el espacio solución. Este resultado se deduce del teorema siguiente. 

Teorema 2 . 36 . Para cualquier operador diferencial p(D) de orden n, el espa- 
cio nulo de p(D) es un subespacio n-dimensional de C®. 

Como preliminares de la demostración del Teorema 2.36 establecere- 
mos dos lemas. 

Lema 1 . El operador diferencial D el : C°° — * C r es sobreyectivo para cual- 
quier número complejo C. 

demostración. Sea x£C K . Deseamos encontrar un y £C X tal que 
cl)y x. Defínase una función w mediante w(t) — x(t)er ct para 

t£R. 

Claramente, pues x y e~ ct están en C®. Sean respectivamente 

Wj y w 2 las partes real e imaginaria de w. Como w£C°, w ± y w 2 son 
diferenciables y por tanto continuas, por lo que tienen antiderivadas, diga- 
mos que son W l y W 2 , tales que W\ •= w y W' ? = w . Defínase W: 

R -» C mediante 

W{t) « w,ft) + iW 2 (t) para t£R. 

Entonces W y las partes real e imaginaria de W son W, y W ., 
respectivamente. También W — w. Finalmente, defínase y: R — » C me- 
diante y(t) — ÍV(t)e rl para l£R. 
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Claramente, y £ C x y como 

(D - cl)y(/) = y'(t) - cy(t) 

= W'(t)e ct + W(t)ce ct - cW(t)e ct 
= w(t)e ct 

= x(t)e^ ct e ct 1 

- *(0, 

(D-cl )?=*. ■ 

Lema 2 . Sea V wrc espacio vectorial y supóngase que T y U son operadores li- 
neales en V tales que 

(a) U es sobreyectiva. 

(b) Los espacios nulos de T y U son dimensionalmente finitos. En- 
tonces el espacio nulo de TU es dimensionalmente finito y 

dim( N(TU)) = rf/m(N(T)) + dim( N(U)). 

demostración. Sean p = dim(N(T)), q — dim(N(U)) y [u u u 2 , , 

u v) y {vi, v 2 , ... , v q ) sean bases para N(T) y N(U), respectivamente. 
Como U es sobreyectiva podemos seleccionar para cada i (i = 1, ... , p) 
un elemento £V tal que U(w ( ) = u¡. Entonces obtenemos un conjunto 
de p elementos {w u w 2 , ... , w p }. Nótese que para cualquier i y /, Wi v ; 
puesto que de otra manera u¡ = U(w¿) — U(v ; ) — 0 lo que es una con- 
tradicción. Por lo tanto, el conjunto 

fi = { W U W 2 , . . . , W p , V„ . . . , v Q ) 

contiene p + q elementos diferentes. Para demostrar el lema es suficiente 
demostrar que ¡3 es una base para N(TU). 

Demostraremos primero que J3 genera a N(TU). Como para toda Wi 
y V, en jff 

TU(w f ) = T (Mi) = 0 y TU(v 7 ) - T(0) = 0, 
fi C N(TU). 

Ahora supóngase que v£N(TU). Entonces 

0 = TU(v) = T (U(v) ) . 

Así, tenemos que U(v) £N(T) y existirán escalares a u a>, . . . , Op tales 
que 

U(v) — ajWx + a 2 u 2 + . . . + a p u p 

= U(a l w 1 -f a 2 w 2 + . . . + a p w p ). 

Por lo tanto 

U(v — (a 1 w 1 + a 2 w 2 + ... + a p w p )) = 0. 




« 
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Concluimos que v — (a 1 w l + . . . + a p w p ) está en N(U). De aquí se sigue 
que existen escalares b u b 2 , . . . , b q tales que 

v — (a l w 1 + a 2 w 2 + ... + a p Wp) = b 1 v l + b 2 v 2 + . . . + b q v q 

o 

% 

v — a l w 1 + a 2 w 2 + . . . + a p w p + b i v l + b 2 v 2 + . . . + b q v q . 



Por lo tanto J3 genera a N(TU). 

Demostraremos ahora que J3 es linealmente independiente. Sean a u 
a 2 , ... , a p , b u b 2 , ... , b q escalares arbitrarios tales que 

di Wi + a 2 w 2 + . . . + ü P w p + b 1 v 1 + b,v 2 + . . . + b q v q = 0. (6) 

Aplicando U en ambos lados de la ecuación (6), obtenemos 



a x u x + a 2 u 2 + . . . + a p u p — 0. 



Como {Ui, u>, . . . , Up) es linealmente independiente, todas las son cero. 
Así, la ecuación (6) se reduce a 

b{v x + b 2 v 2 + . . . + b q v q — 0. 

Ahora, la independencia lineal de (v x , v 2 , ... , v^} implica que las b x son 
todas cero. Concluimos entonces que fí es una base para N(TU). Por lo 
tanto, N(TU) es dimensionalmente finito y dim(N(TU)) = p + q = dim 
(N(T)) + dim(N(U)). ■ 

demostración del teorema 2.36. La demostración requerirá de un ar- 
gumento de inducción matemática sobre el orden del operador diferencial 
p( D). El caso de primer orden coincide con el Teorema 2.34. Entonces, 
para algún entero n > 1 supóngase que el Teorema 2.36 se satisface para 
cualquier operador diferencial de orden menor que n y supóngase que se 
tiene un operador diferencial p(D) de orden n. El polinomio p(t ) puede 
descomponerse en un producto de dos polinomios 

P(t) = q(t){t - c) 

para algún polinomio q(t) de grado n — 1 y para algún número comple- 
jo c. Entonces, el operador diferencial dado puede reescribirse como 

P( D) =q(D)(D-c\). 

De acuerdo con el Lema 1, D — c\ es sobreyectivo; por el corolario del 
Teorema 2.34 dim(N(D — el) ) = 1; y por la hipótesis de inducción 
dim(N(g(D)) ~ n — 1. Luego, al aplicar el Lema 2 concluimos que 

dim(N(p(D) ) ) - dim(N(g(D) ) ) + dim(N(D - el)) 

= (« - 1) + 1 = w. ■ 
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Corolario . Para cualquier ecuación diferencial lineal homogénea con coeficientes 
constantes, el espacio solución es un sub espacio n-dimensional de C 00 . 

El corolario del Teorema 2.36 reduce el problema de encontrar todas 
las soluciones de una ecuación diferencial lineal homogénea de coeficien- 
tes constantes de orden n al problema de encontrar el fconjunto de n solu- 
ciones linealmente independientes de la ecuación. Por los resultados del 
Capítulo 1, cualquier conjunto tal debe ser una base para el espacio solu- 
ción. El teorema siguiente nos permite encontrar rápidamente una base 
para muchas de estas ecuaciones. En los ejercicios se dan algunas sugeren- 
cias para su demostración. 

Teorema 2.37. Dados n números complejos distintos Ci, c 2 , . . . , Cn, el conjun- 
to de funciones exponenciales (e Cit , e C2t , . . . , e Cnt } es linealmente inde- 
pendiente. 

Corolario . Para cualquier ecuación diferencial lineal homogénea con coeficientes 
constantes de orden n, si su polinomio auxiliar p(t) tiene n ceros distintos 
Ci, c 2 ,. . ., c n , entonces el conjunto {e Cit , e C;ít , . . . , e Cnt } es una base para 
el espacio solución de la ecuación. 

demostración. Ejercicio. 

Ejemplo 41 . Encontremos todas las soluciones a la ecuación diferencial 

y" + 5y' + 4 y = 0. 

Como el polinomio auxiliar p{t) se puede factorizar como (t + 4) (t + 1), 
p(t) tiene dos ceros distintos: —1 y —4. Entonces, {e~ t , er 4t } es una base 
para el espacio solución, y entonces cualquier solución para la ecuación 
dada es de la forma 

y(0 = b x er f + b 2 e~ 4t para algunas constantes ¿h y b 2 . 

Ejemplo 42. Encontremos todas las soluciones para la ecuación dife- 
rencial 

y" + 9y = 0. 

El polinomio auxiliar p(t) = t 2 + 9 puede factorizarse como p(t) = 
( t — 3 /)(* + 3i) y por lo tanto tiene ceros distintos c x = 3/, c 2 — —3 i. 
Así, {é ]it , e~ 3it } es una base para el espacio solución. Una base de mucho 
mayor utilidad podría obtenerse aplicando el Ejercicio 7. Como 

eos 3i = -j (e3ií + ^ 3it ) y sen 31 = ~ 



130 Transformaciones lineales y matrices 

se deduce que {eos 3í , sen 3t } también es una base. Esta base tiene la 
ventaja sobre la original de que consiste de las conocidas funciones seno 
y coseno y no hace referencia al número imaginario i. 

Ahora considérese la ecuación diferencial ^ 

y" + 2/ + y — 0 , 

para la cual el polinomio auxiliar es p(t) = (t + l) 2 . Por el Teorema 
2.35, e es una solución a la ecuación anterior. Por el corolario del 
Teorema 2.36 su espacio solución es bidimensional. Con el objeto de 
encontrar una base para el espacio solución, necesitamos encontrar una 
solución que sea linealmente independiente de e~*. El lector podrá veri- 
ficar que te f cumple con esta condición y entonces {er\ ter *} es una base 
para el espacio solución. Este resultado puede generalizarse de la siguien- 
te manera. 

Teorema 2.38 . Sea p(t) = (t — c) n , donde c es un número complejo y n es 
un entero positivo, el polinomio auxiliar de una ecuación diferencial lineal 
homogénea con coeficientes constantes. El conjunto 

fi = (e ct , te ct , . . . , t n ^e ct } 

es una base para el espacio solución. 

demostración. Como el espacio solución es /r-dimensional necesitamos 
únicamente demostrar que ¡3 es linealmente independiente y que está en el 
espacio solución. Primero obsérvese que para cualquier entero positivo k 

(D - cl)(**e cí ) = ki*~ x e ct + ct*e ct - ct k e ct 
= kfi-'e ct . 



Por lo tanto, para k < n, 

(D - d) n (^ cí ) = 0. 

Y se tiene que fi es un subconjunto del espacio solución. 

Ahora demostraremos que es linealmente independiente. Considérese 
cualquier combinación de p tal que 

b 1 t n ~ 1 e ct + b 2 t n ~ 2 e ct + . . . + b n -{te ct + b n e ct == 0 (8) 

para algunos escalares b u ... , b n . Dividiendo la ecuación (8) por e ct , 
obtenemos 

Z>i¿ n-X + bzf 1 * 2 + . . . + bn-xt “h b n — 0. (9) 

Por lo tanto, el lado izquierdo de la ecuación (9) debe ser la función poli- 
nomial cero, de donde concluimos que los coeficientes b ly b ¿ , . . . , b n son 
todos cero. Luego, fi es linealmente independiente y por lo tanto es una 
base para el espacio solución. ■ 



Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 131 
Ejemplo 43. Dada la ecuación diferencial 

y<4) _ 4y<3) _J_ 2) _ 4y(D + y = 0, 

deseamos encontrar una base para el espacio de soluciones. Como su 
polinomio auxiliar es 

p(t) = r* - 4t 3 + 6f - 4t + 1 = (í - l) 4 , 

podemos concluir por el Teorema 2.38 que {e*, te*, t 2 e*, t z e*} es una base 
para el espacio de soluciones, de manera que cualquier solución a la ecua- 
ción dada es de la forma 

y(/) = b x e % + b 2 te* + bife* + bj z e* 

para algunos escalares b l9 b 2 , b 3 y b 4 . 

La situación más general (cuya demostración dejamos como ejercicio) 
puede enunciarse de la siguiente manera. 

Teorema 2.39. Para una ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes 
cuyo polinomio auxiliar es 

p(t) = (t - cO-Kt ~ c 2 )*> ... (t - cj**, 

donde n u n 2 , . . . , n k son enteros positivos y Ci, c 2 , . . . , c* son números 
complejos distintos , el siguiente conjunto es una base para el espacio solu- 
ción de la ecuación: 



{e Cit , te Cit , . . . , r^e® 1 *, . . . , e Ckt , te Ckt , . . . , t nk-1 e Ckt }. 

Ejemplo 44. Considérese la ecuación diferencial 

yo) - 4 y í2 > + 5y (1> - 2 y= 0 . 

Encontraremos una base para su espacio solución. Como el polinomio au- 
xiliar p(t) puede factorizarse como 

p(t) = t 3 - + 5/ - 2 - (t - 1 ) 2 (t - 2), 

concluimos que el espacio solución de la ecuación diferencial anterior tiene 
como base 

{ e *, te*, e 2 *}. 

Por ello cualquier solución a la ecuación dada es de la forma 
y(t) — b x e* 4- bote* + b 3 e 2 * 



para algunos escalares b u b 2 y b 3 . 
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EJERCICIOS 

1 . Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) El conjunto de soluciones de una ecuación diferencial Jjneal homogé- 
nea de orden n con coeficientes constantes es un subespacio rc-dimen- 
sional de C°. 

(b) El espacio de soluciones de una ecuación diferencial lineal homogénea 
es el espacio nulo de un operador diferencial. 

(c) El polinomio auxiliar de una ecuación diferencial lineal homogénea 
con coeficientes constantes es una solución a la ecuación diferencial. 

(d) Cualquier solución a una ecuación diferencial lineal homogénea con 
coeficientes constantes es de la forma ae ct o af c e ct donde a y c son 
números complejos y & es un entero positivo. 

(e) Cualquier combinación lineal de soluciones a una ecuación diferen- 
cial lineal homogénea con coeficientes constantes es también una 
solución a la ecuación dada. 

(f) Para cualquier ecuación diferencial lineal homogénea con coeficien- 
tes constantes que tenga un polinomio auxiliar p(t ), si c u c 2 , . . . , c* 
son las distintas raíces de /?(/), entonces {e Cit , e . . . , e Ckt } es una 
base para el espacio de soluciones de la ecuación diferencial dada. 

(g) Dado cualquier polinomio p(t) €P(C), existe una ecuación diferen- 
cial lineal homogénea con coeficientes constantes cuyo polinomio au- 
xiliar es p(t). 

2 . Para cada uno de los incisos siguientes, determinar si el enunciado es verda- 
dero o falso. Justificar la respuesta con una demostración o en su caso con 
un contraejemplo. 

(a) Cualquier subespacio dimensionalmente finito de C°° es el espacio 
solución de una ecuación diferencial lineal homogénea con coeficien- 
tes constantes. 

(b) Existe una ecuación diferencial lineal homogénea con coeficientes cons- 
tantes cuyo espacio solución tiene como base a {/, f 2 }. 

fe) Para cualquier ecuación diferencial lineal homogénea con coeficientes 
constantes, si x es una solución, también lo será su derivada x'. 

Dados dos polinomios p(t) y g(t) en P(C), si x GNfpfD) ) yyÉNftffD)) 
entonces 

(d) x + yeN(p(D)<¡r(D)). 

(e) xy £N(p(D)q(D)). 

3. Encontrar bases para los espacios de soluciones de las siguientes ecuaciones 
diferenciales. 
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(a) y" + 2/ + y = O 

(b) y"' = y' 

(c) y«> - 2y< 2 > + y = O 

(d) y" +2 y' + y = O 

(e) y <3) - y ,2) + 3y (1 > + 5y = 0 

4. Encontrar bases para los siguientes subespacios de C®. 

(a) N(D 2 - D — I) 

(b) N(D 3 - 3D 2 + 3D - I) 

(c) N(D 3 + 6D 2 + 8D) 

5. Demostrar que C® es un subespacio de 7(R, C). 

6 . (a) Probar que D: C® — > C® es una transformación lineal. 

(b) Probar que cualquier operador diferencial es una transformación li- 
neal en C®. 

7 . Demostrar que si { x , y} es una base para un espacio vectorial sobre C, 
entonces también lo es 

{' T (x + y) ’ 

8. Dada una ecuación diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes 
de segundo orden, supóngase que el polinomio auxiliar tiene raíces complejas 
conjugadas a + ib y a — ib , donde a, b £R. Demostrar que {e af eos bt, 

sen bt} es una base para el espacio solución. 

9. Dada una colección de transformaciones lineales conmutativas por parejas 
(Ux, U 2 , . . . , U w } de un espacio vectorial V (es decir, transformaciones tales 
que U i U j = U ; -Ui para toda i , /), probar que para cualquier i = 1, 2, . . . , n. 

N(U¿) C N(üxU 2 ...U n ). 

10. Demostrar el Teorema 2.37 y su corolario. Sugerencia: Suponer que 

brC^* 4- b 2 e c 2Í 4* . . . + b n e c ^ t = 0 (donde los son distintos). 

Para demostrar que los bi son cero, aplicar inducción matemática sobre n. 
Verificar el teorema para n— 1. Suponiendo que el teorema es cierto para 
cualquier n — 1 funciones, aplicar el operador D — c„l a ambos lados de 
la ecuación anterior para establecer el teorema para n diferentes funciones 
exponenciales. 

11. Demostrar el Teorema 2.39. Sugerencia : Primero verifiqúese que la base 

supuesta se encuentra en el espacio solución. Luego verifiqúese que este 
conjunto es linealmente independiente por inducción matemática sobre k. 
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El caso k = 1 es el Teorema 2.38. Suponiendo que el teorema se cumple 
para k - 1 c¿ diferentes, apliqúese el operador (D — c*l) n ‘ a cualquier 
combinación lineal de la base supuesta que sea igual a cero. 

w 

12. Sea V el espacio de soluciones de una ecuación diferencial lineal homogé- 
nea de orden n con coeficientes constantes, cuyo polinomio auxiliar es p(t). 
Demostrar que si p(t) — g(t)h(t), donde g(t) y h(t) son polinomios de 
grado positivo, entonces 

N(h(D)) = R(g(D v ) ) — g(D) (V), 

donde D v : V — > V está definida mediante D v (x) = x' para x £ V. Sugeren~ 
da: Demostrar primero que g( D)(V) c N(/i(D)). Entonces, probar que 

los dos espacios tienen la misma dimensión finita. 

13. Una ecuación diferencial 

3> (n) + + . . . + ^y* 1 * + ^y = x 

se denomina ecuación diferencial lineal no homogénea con coeficientes cons- 
tantes si los coeficientes a\ son constantes y el lado derecho de la ecuación, 
x , es una función que no es idénticamente nula. 

(a) Demostrar que para cualquier x^C 30 existe una y£C° tal que y es 

una solución para la ecuación anterior. Sugerencia : Utilizar el Le- 

ma 1 del Teorema 2.36 para demostrar que si 

P(t) = r + an^r-' + . . . + a x t + a 09 

entonces p(D) : C 30 — > C 00 es sobreyectiva. 

(b) Sea V el espacio de soluciones para la ecuación lineal homogénea 

y<*> + a n _,y (n ~ 1) + . . . + a,y (1) + a 0 y - 0. 

Demostrar que si z es cualquier solución a la ecuación diferencial li- 
neal no homogénea anterior, entonces el conjunto de todas las solu- 
ciones a la ecuación diferencial lineal no homogénea es 

{z + y: y € V}. 

14. Dada cualquier ecuación diferencial lineal no homogénea de orden n con 

coeficientes constantes, demostrar que para cualquier solución x y cualquier 
i 0 £R si x(*o) — x'Uo) = • • . = x (w ‘ 1) (í 0 ) = 0, entonces x = 0 (la fun- 
ción cero). Sugerencia: Emplear inducción matemática sobre n. Primero 

demostrar la conclusión para el caso n = 1. Luego, supóngase que es cierto 
para ecuaciones de orden n — 1 y considérese una ecuación de orden n 
con polinomio auxiliar p(t). Descomponer p{t) como p(t) - q(í)(t - c) 
para algún número complejo c y un polinomio q(t) de grado n - 1. Sea 
z — q(D)x. Demostrar que z(t 0 ) — 0 y que z es una solución para la 
ecuación y' — cy = 0 . Concluir que z ~ 0 . Ahora apliqúese la hipótesis de 
inducción. 
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15 . 



Sea V el espacio solución de una ecuación diferencial lineal homogénea de 
orden n con coeficientes constantes. Fijar t 0 £R y definir un mapeo <I>: 
V 1 — > C n por 



/ 



<*>(*) = 



*('o) 



para cada x e V. 



* 



\x^\t 0 )l 



(a) Demostrar que es lineal y que su espacio nulo es trivial. Deducir 

que <í> es un isomorfismo. Sugerencia: Usar el Ejercicio 14. 

(b) Demostrar lo siguiente: Para cualquier ecuación diferencial lineal ho- 
mogénea de orden n con coeficientes constantes, cualquier t 0 £R y 
cualesquiera números complejos c 0 , c u . . . , c n -i (no necesariamente 
distintos), existe exactamente una solución, x, a la ecuación diferen- 
cial dada tal que x ik) (í 0 ) = c k para k — 0, 1, . . . , n — 1. 



16. Movimiento pendular. Es bien sabido que el movimiento de un péndulo se 
puede representar por la ecuación diferencial 

e" + íe = o, 

donde 6(t) es el ángulo en radianes que el péndulo forma con una línea 
vertical en el tiempo t (ver Fig. 2.6) interpretado de tal modo que 0 sea 
positivo si el péndulo está a la derecha y negativo si el péndulo está a la 
izquierda de la línea vertical, desde el punto de vista del lector. En este 




figura 2.6 



caso / es la longitud del péndulo y g es la magnitud de la aceleración debi- 
da a la gravedad. La variable / y las constantes / y g deben estar expresadas 
en unidades compatibles, por ejemplo, t en segundos, l en metros y g en 
metros por segundo por segundo. 

(a) Expresar una solución arbitraria a esta ecuación como una combina- 
ción lineal de dos funciones reales fijas. 
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(b) Encontrar la solución única de la ecuación que satisface las condi- 
ciones 

0(0) - 0o > 0 y 0'(O) = 0. 



(El significado de lo anterior es que en un tiempo t ■= 0 el péndulo está 
desplazado de la posición vertical 0 O radianes y tiene una velocidad cero.) 

(c) Demostrar que al péndulo le toma 2 ir ti — unidades de tiempo 



para completar un recorrido completo de ida y vuelta. (Este lapso 
se denomina período del péndulo.) 



17. Movimiento Periódico de un Resorte con Amortiguamiento . Al principio 
de esta sección discutimos el movimiento de un resorte que oscila bajo la 
suposición de que la única fuerza que actuaba sobre el resorte era la fuerza 
debida a la tensión del mismo. Encontramos en este caso que la ecuación 
(3) describía el movimiento del resorte. 

(a) Encontrar la forma general de todas las soluciones de la ecuación (3). 

Si analizamos el comportamiento de la solución general del inciso (a), ve- 
mos que la solución es una función periódica. Por tanto la ecuación (3) 
indica que el resorte nunca cesará de oscilar. Sin embargo, sabemos por ex- 
periencia, que la amplitud de la oscilación decrece hasta que finalmente 
el movimiento cesa. La razón por la cual la solución del inciso (a) no expli- 
ca este comportamiento es que hemos ignorado el efecto de la fricción sobre 
el peso en movimiento. A bajas velocidades, tales como la que se está 
considerando, la resistencia del aire proporciona un ejemplo de amortigua- 
miento viscoso — la resistencia es proporcional a la velocidad del peso en 
movimiento pero en dirección opuesta. Para hacer una corrección a causa 
de la resistencia del aire, debemos añadir a la ecuación (2) el término —ry'. 
La constante r > 0 depende del medio en el cual ocurre el movimiento 
(en este caso el aire), y el término — ry' tiene un signo negativo debido a 
que la resistencia tiene siempre sentido opuesto al del movimiento. Luego 
entonces, la ecuación diferencial del movimiento es my" = —ry' — ky; es 
decir, 

my" + ry' + ky = 0. 

(b) Encontrar la solución general de esta ecuación. 

(c) Encontrar la solución única del inciso (b) que satisface las condi- 
ciones iniciales y(0) = 0 y y'(0) = v 0 . 

(d) Para y(t) del inciso (c), demostrar que la amplitud de la oscilación 
decrece hasta llegar a cero; o sea, demostrar que 

lim y(t) — 0. 

o 

18 . Al principio de esta sección se enunció que es útil considerar las solucio- 
nes de las ecuaciones diferenciales como funciones complejas de variable 




Indice de definiciones 137 



real, aun cuando las soluciones que para nosotros tienen significado en el 
sentido físico son funciones reales. Justificar este punto de vista. 

v 

19. El siguiente conjunto de ejercicios no implican el uso de álgebra lineal; 
los enunciamos sólo para completar un poco más el tema. 

(a) Demostrar el Teorema 2.31. Sugerencia: Utilizar inducción matemá- 

tica sobre el número de derivadas que tiene una solución. 

(b) Demostrar (i) e° +d = eV*. 

(ii) er c = — para c, d£C. 
e° 

(c) Demostrar el Teorema 2.33. 

(d) Verificar la regla del producto de la diferenciación para funciones 
complejas de variable real: Para cualquier par de funciones diferen- 
ciables jc y y en ?(/?, C)el producto xy es diferenciable y 

( xy )' = x'y + xy * . 

Sugerencia; Encontrar las partes reales e imaginarias de xy en tér- 
minos de las x y las de y, luego proceder con la diferenciación. 

(e) Demostrar que si jc£ ?(/?, C) y x' = 0 , entonces x es una función 
constante. 
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Capítulo 3 



Operaciones elementales 
en matrices y sistemas de 
ecuaciones lineales 



Este capítulo está dedicado al logro de dos objetivos relacionados entre 
sí: 

1. El estudio de algunas operaciones “que conservan el rango” en 
las matrices. 

2. La aplicación de estas operaciones y de la teoría de las transfor- 
maciones lineales a la solución de sistemas de ecuaciones lineales. 

Como una consecuencia del primer objetivo obtendremos un método sen- 
cillo para calcular el rango de una transformación lineal entre espacios 
vectoriales dimensionalmente finitos, aplicando las operaciones que con- 
servan el rango a una matriz que representa dicha transformación. 

La solución de sistemas de ecuaciones lineales es probablemente la 
aplicación más importante del álgebra lineal. El conocido método de eli- 
minación para resolver sistemas de ecuaciones lineales, que fue discutido 
en la Sección 1.4, implica la eliminación de variables de manera que se 
pueda obtener un sistema más sencillo. Esta técnica por medio de la cual 
se eliminan las variables utiliza tres tipos de operaciones: 

1. Intercambio de dos ecuaciones cualesquiera del sistema. 

2. Multiplicación de cualquier ecuación del sistema por una constan- 
te no nula. 

3. Suma de un múltiplo de una ecuación a otra ecuación. 

Veremos en la Sección 3.3 que un sistema de ecuaciones lineales puede 
ser expresado como una ecuación matricial sencilla. En esta representación 
del sistema las tres operaciones mencionadas anteriormente son las “ope- 
raciones elementales con los renglones” en las matrices. Estas operacio- 
nes proporcionarán un método de cálculo conveniente para determinar 
todas las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales. 
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3.1 OPERACIONES ELEMENTALES EN MATRICES 
Y MATRICES ELEMENTALES 



En esta sección definiremos las operaciones elementales para matrices que 
serán empleadas a lo largo de este capítulo. En las secciones subsecuentes 
estas operaciones serán utilizadas para obtener métodos sencillos de cálcu- 
lo, para determinar el rango de una transformación lineal y las soluciones 
de un sistema de ecuaciones lineales. Existen dos tipos de operaciones ma- 
triciales elementales — operaciones sobre los renglones y operaciones sobre 
las columnas. Como veremos a continuación, las operaciones con los 
renglones son de mayor utilidad. Estas operaciones surgen de las tres ope- 
raciones que se pueden emplear para eliminar variables en un sistema de 
ecuaciones lineales. 

Sea A una matriz de m x n en un campo F . Recuérdese que A puede 
considerarse como un arreglo de m renglones, 



A = 



I a i\ 

a 2 

Uml 



o como un arreglo de n columnas, A — (A 1 , A 2 , . . . , A n ). 



Definiciones. Sea A una matriz de m x n, como la anterior. Cualquiera de las 
tres operaciones siguientes sobre los renglones [columnas] de A se deno- 
mina operación elemental sobre los renglones [columnas]. 

(a) Intercambio de dos renglones [columnas] cualesquiera de A. 

(b) Multiplicación de cualquier renglón [columna] de A por una 
constante no nula. 

(c) Suma de cualquier múltiplo constante de un renglón [columna] 
de A a otro renglón [columna]. 

Cualquiera de las tres operaciones anteriores se denominará operación 
elemental. 

Las operaciones elementales serán tipo 1, tipo 2 o tipo 3, dependiendo de 
si se trata de (a), (b) o (c). 



Ejemplo 1 . Sea 



/I 2 3 4' 

A=I2 1 -1 3 

\4 0 12 
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El intercambio de A 2 , el segundo renglón de A, con A u el primer 
renglón de A, es un ejemplo de una operación elemental de tipo 1 sobre 
los renglones. La matriz resultante es 

12 1 -1 3\ 

5 = 11 2 3 41- 

\4 0 12/ 

Así también, la multiplicación de A 2 , la segunda columna de A , por 
3 es un ejemplo de una operación elemental sobre las columnas del tipo 2. 
La matriz resultante es 

/I 6 3 4\ 

C = I 2 3 -I 3 j- 
\4 0 12/ 

Por último, la suma de A u el primer renglón de A, de cuatro veces 
A 3 , el tercer renglón de A, es un ejemplo de una operación elemental con 
renglones del tipo 3. La matriz resultante es 

/17 2 7 12\ 

£>=21-1 3 • 

\ 4 0 12/ 

Definición. Una matriz elemental de n x n es una matriz obtenida al realizar 
una operación elemental en I„. Se dice que la matriz es del tipo 1, 2, o 3 
dependiendo de que la operación realizada en I n haya sido del tipo 1, 
2 o 3, respectivamente. 



Por ejemplo, el intercambio de los dos primeros renglones de h pro- 
duce la matriz elemental 







Nótese que E también se puede obtener mediante el intercambio de las 
dos primeras columnas de / 3 . De hecho, cualquier matriz elemental puede 
ser obtenida al menos de dos maneras — ya sea realizando una operación 
elemental con renglones en I n o realizando una operación elemental con 
columnas en I n . De igual manera 





es una matriz elemental, ya que puede obtenerse a partir de / 3 mediante 
una operación elemental con columnas del tipo 3 (añadiendo —2 veces 
la primera columna de / 3 a la tercera) o mediante una operación elemen- 
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tal con renglones del tipo 3 (añadiendo —2 veces el tercer renglón al 
primero) . 

Nuestro primer teorema muestra que realizar una operación elemental 
en una matriz es equivalente a multiplicar la matriz por una matriz ele- 
mental. 

Teorema 3.1 . Sea A£M mxn (F), y supóngase que B se obtiene a partir de A 
al realizar una operación elemental con renglones [columnas]. Entonces 
existirá una matriz elemental E de m x m [n x n] tal que B = EA[B = 
AE]. De hecho , E se obtiene al realizar la operación correspondiente con 
renglones [ columnas ] en I m [I n ]. Recíprocamente, si E es una matriz elemen- 
tal de m x m[n x n], entonces EA[AE] es una matriz que se puede obte- 
ner realizando una operación elemental con renglones [ columnas ] en A. 

Antes de considerar una demostración, consideraremos primero un 
ejemplo para ilustrar el significado del teorema. 

Ejemplo 2. Considérese la matriz B del Ejemplo 1. Esta matriz fue ob- 
tenida a partir de A (en el Ejemplo 1) intercambiando los dos primeros 
renglones de A. Realizando esta misma operación en I ? obtenemos la 
matriz elemental 

/ /O i 0\ 

E = ¡\ 0 0. 

\o 0 1/ 

Nótese que EA = B . 

En la segunda parte del Ejemplo 1, C se obtiene a partir de A multi- 
plicando la segunda columna de A por 3. Realizando esta misma operación 
en I 4 , obtenemos la matriz elemental 

/I 0 0 0\ 

0 3 0 0 
~~ 0 0 1 o 
\0 0 0 1 

Obsérvese que AE = C. 

demostración del teorema 3.1. Supóngase que B se obtiene a partir 
de A mediante una operación elemental. Debemos considerar seis casos, 
una por cada tipo de operación con renglones y una por cada tipo de 
operación con columnas. 

Supóngase que B se obtiene intercambiando los renglones p y q de 
A(p < q) mediante una operación elemental del tipo 1. Entonces 

(a) B¡ j = A ¡j para i ^ p e i q y y j >= 1 , 2, . . . , n. 

(b) B pj = A (/j para j = 1, 2, . . . , n, 

(c) B (J} = A p} para / - 1, 2, . . . , n. 
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Sea E la matriz elemental de m x m obtenida a partir de I m intercambian- 
do los renglones p y q de / m . Entonces para i^=p e i^q y para toda 
/(I < / < m): 

J Eij = 0 si i^j 

= 1 si i ~ j. 

Para i = p , 

f E pj = 0 si j^q 

t £«= 1- 

Para / — q , 

Í ^ si / p 

“ 1* 

Puesto que 

m 

(EA)ij = 2 EvxAicj, 
fc = l 

para toda / se tiene que 

(EA)ij = EuAij = ij si o q, 

(EA)pj — EpqAqj — Aqj , 

(EA)qj EqpApj Apj, 

De aquí que 

= (E/í)¿> para toda / y toda /. 

Esto establece el caso 1. 

Si 5 se obtiene a partir de mediante una operación elemental con 
renglones del tipo 2 o 3, entonces la demostración es semejante y podrá 
realizarse como ejercicio. 

Ahora supóngase que B se obtiene a partir de A realizando una ope- 
ración elemental con las columnas de A. Entonces, por el Ejercicio 5, B t 
se puede obtener a partir de A t mediante las correspondientes operaciones 
elementales con renglones de A. Entonces, las partes anteriores de la de- 
mostración muestran que la matriz elemental M de n x n obtenida al 
realizar el mismo tipo de operación con renglones en I n tiene la propiedad 
de que B f = MAK Obsérvese que E = M l es una matriz elemental que 
puede obtenerse realizando las operaciones elementales correspondientes 
con columnas en /„. Entonces, B = (£*)* — (MA*)* ■= AM l = AE, esta- 
bleciendo el mismo resultado para operaciones con columnas. 

La demostración de la proposición recíproca se deja como ejercicio. ■ 

Es un hecho de gran utilidad el que la inversa de una matriz elemental 
es también una matriz elemental. 
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Teorema 3.2. Las matrices elementales son invertibles y la inversa de una 
matriz elemental es una matriz elemental del mismo tipo . 

demostración. En vista del hecho de que cualquier matriz elemental de 
n x n puede obtenerse mediante operaciones elementales con renglones 
en I n , sólo necesitamos considerar tres casos — uno por cada tipo de ope- 
ración. 

Sea E una matriz elemental de n x n. 

Caso 1. Supóngase que E se obtiene intercambiando los renglones p y 
q de I n (p q ) , una operación elemental del tipo 1. Resulta fácil verificar 

que E 2 = l n . Por lo tanto, E es invertible y, de hecho, E = E 1 . Esto esta- 
blece el primer caso. 

Caso 2. Supóngase que E se obtiene multiplicando el renglón p de 7 W 
por una constante c no nula, una operación elemental del tipo 2. Como 
c =^= 0, c tiene un inverso multiplicativo. Sea E la matriz elemental obte- 
nida a partir de I n multiplicando el renglón p de I n por c~ x . Puede demos- 
trarse fácilmente que EE — EE = 7 n . Esto establece el segundo caso. 

Caso 3. Supóngase que E se obtiene sumando al renglón p de l n c veces 
el renglón q de 7 W , donde p =£q y c es cualquier escalar. Entonces E puede 
obtenerse a partir de I n mediante una operación elemental del tipo 3. 

Obsérvese que I n puede obtenerse a partir de E mediante una opera- 
ción elemental con renglones del tipo 3 — a saber, sumando al renglón p 
de E - c veces el renglón q de E. Por el Teorema 3.1 se tiene que existe 
una matriz elemental E (del tipo 3) tal que EE = 7 n , y por el Ejercicio 8 
de la Sección 2.4 E es invertible y E~ x = E. ■ 



EJERCICIOS 

1 . Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) Una matriz elemental siempre es cuadrada. 

(b) Los únicos elementos de una matriz elemental son ceros y unos. 

(c) La matriz identidad de n x n es una matriz elemental. 

(d) El producto de dos matrices elementales de n x n es una matriz 
elemental. 

(e) La matriz inversa de una matriz elemental es una matriz elemental. 

(f) La suma de dos matrices elementales de n x n es una matriz ele- 
mental. 

(g) La transpuesta de una matriz elemental es una matriz elemental. 

(h) Si B es una matriz que se puede obtener realizando una operación 
elemental con renglones en una matriz A, entonces B también puede 
obtenerse realizando una operación elemental con columnas en A. 
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(i) Si B es una matriz que se puede obtener realizando una operación 
elemental con renglones en una matriz A, entonces A se puede obte- 
ner realizando una operación elemental con renglones en B. 

2 . Sean 

/I 2 3\ (\ ° 3\ / 1 0 3\ 

A= (\ _? !> B i¡ :> y c= v? ~-i ~ 2 } 

Encontrar una operación elemental que permita transformar a A en B y 
otra que transforme a B en C. Por medio de varias operaciones elementales 
adicionales transformar a C en / 3 . 

3. Demostrar la aseveración hecha en la página 141. Una matriz elemental de 
n x n puede obtenerse al menos de dos maneras — ya sea realizando una 
operación elemental con renglones en l n o realizando una operación ele- 
mental con columnas en /«. 

4 . Demostrar que E es una matriz elemental si y sólo si E f lo es. 

5 . Sea A una matriz de m x n. Demostrar que si B puede obtenerse a partir 
de A mediante una operación elemental con renglones [columnas], enton- 
ces B l puede obtenerse a partir de A t mediante la operación elemental 
correspondiente con renglones [columnas]. 

6. Completar la demostración del Teorema 3.1. 

7. Verificar la aseveración hecha en el Caso 1 de la demostración del Teore- 
ma 3.2: Si E es una matriz elemental de n x n del tipo 1, entonces E ¿ = I n . 

8. Verificar que para la matriz E definida en la demostración del Caso 2 del 
Teorema 3.2 EE — EE = / n . 

9 . Demostrar que cualquier operación elemental con renglones [columnas] del 
tipo 1 puede obtenerse mediante una sucesión de tres operaciones elemen- 
tales con renglones [columnas] del tipo 3 seguida por una operación ele- 
mental con renglones [columnas] del tipo 2. 

10. Demostrar que cualquier operación con renglones [columnas] del tipo 2 pue- 
de obtenerse dividiendo algún renglón [columna] por un escalar no nulo. 

1 1 . Demostrar que cualquier operación elemental con renglones [columnas] del 
tipo 3 puede obtenerse restando un múltiplo de algún renglón [columna] 
de otro renglón [columna]. 
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3.2 EL RANGO DE UNA MATRIZ Y LA INVERSA DE UNA MATRIZ 

En esta sección definiremos el rango de una matriz, y utilizaremos enton- 
ces las operaciones elementales para calcular el rango de una matriz o 
de una transformación lineal. La sección concluirá con un procedimiento 
para calcular la inversa de una matriz invertible. 

Definición. Si A 6 M mxn (F), definimos el rango de A, que escribiremos ran- 
go(A), como el rango de la transformación lineal L A : F n ^ F m . 

Un gran número de resultados sobre el rango de las matrices se deriva 
de inmediato a partir de los hechos correspondientes sobre las transfor- 
maciones lineales. Un resultado importante de este tipo, que se deriva del 
Teorema 2.20 y del Corolario 2 del Teorema 2.21, es que una matriz de 
n x n t s invertible si y sólo si su rango es n. 

Nos gustaría que la definición anterior satisficiera la condición de que 
el rango de una transformación lineal fuese igual al rango de cualquier 
matriz que represente dicha transformación. Nuestro primer teorema mues- 
tra que, de hecho, esta condición se satisface. 

Teorema 3.3. Sea T: V W una transformación lineal entre espacios vecto- 
riales dimensionalmente finitos y sean ¡3 y y bases ordenadas para V y 
W, respectivamente. Entonces , rango(T) = rango([T] 7 ) . 

demostración. Esta es sólo una manera de reenunciar el Ejercicio 18 
de la Sección 2.4. ■ 

Corolario 1 . Sea A una matriz de m x n. Si P y Q son respectivamente ma- 
trices invertibles de m x m y n x n, entonces rango (FAQ) = rango (A). 
En particular rango( PA) = rango (AQ) = rango (A). 

demostración. Sea B = PAQ. En virtud del Ejercicio 12 de la Sección 
2.5, existen espacios vectoriales V y W, bases ¡3, ¡3' para V y y, y r para 
W y una transformación lineal T: V-^W tal que A — [T]J y B = [T] 7 ;. 
Entonces por el Teorema 3.3 

rango (PAQ) = rango(Z?) = rango(T) = mngo(Á). ■ 

Corolario 2. Las operaciones elementales con renglones y columnas en una 
matriz conservan el rango. 

demostración. Si la matriz B se obtiene a partir de la matriz A me- 
diante una operación elemental con renglones, entonces existe una matriz 
elemental E tal que B ~ EA. De acuerdo con el Teorema 3.2, E es 
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invertible y por tanto rango(fl) = rango(>4) por el Corolario 1. Por lo 
tanto, las operaciones elementales con renglones conservan el rango. La 
demostración de que las operaciones elementales con columnas no alteran 
el rango se deja como ejercicio. ■ 

El Teorema 3.3 relaciona íntimamente el rango de una transformación 
lineal con el rango de una matriz. Como las matrices son herramientas 
útiles para estudiar las transformaciones lineales, es importante desarrollar 
un método para calcular el rango de una matriz. Esta será nuestra siguien- 
te tarea. 



Teorema 3.4. El rango de cualquier matriz es igual al máximo número de co- 
lumnas linealmente independientes de dicha matriz; esto es, el rango de 
una matriz es la dimensión del subespacio generado por las columnas 
de dicha matriz. 



demostración . Para toda A € AA mxll (F), 

rango (A) = rango(L) = dim(R(L t )). 

Sea ¡3 — {e u e¿, . . . , e n }, la base ordenada estándar para F n . Entonces /? 
genera a F D y entonces 

R(U) = L{l A (e x ) > U0 2 ), . . . , l A (e n )}. 

Pero hemos visto que — A\ la columna /-ésima de A. Por lo tanto 

R(L) =L{A\A\ ... , A»}. 

Entonces 

rango (A) — dim(R(L A )) = dim(L{A\ A\ . . . , A n }). ■ 



Ejemplo 3. Sea 




Obsérvese que la primera y la segunda columnas de A son linealmente 
independientes y que la tercera columna es una combinación lineal de las 
dos primeras. Entonces 



rango (A) = dim 






— 2 . 



Para calcular el rango de una matriz A, a menudo es útil posponer 
el empleo del Teorema 3.4 hasta que A se haya modificado adecuada- 
mente por medio de operaciones elementales con renglones y columnas de 
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tal manera que el número de columnas linealmente independientes sea 
evidente. El Corolario 2 del Teorema 3.3 garantiza que el rango de la 
matriz modificada es el mismo que el rango de A. Una de esias modifica- 
ciones de A se puede obtener mediante el uso de operaciones elementales 
con columnas y renglones hasta introducir elementos nulos. El ejemplo 
siguiente ilustra este procedimiento. 

Ejemplo 4. Sea 

/■ 2 1 \ 

A= 1 0 3 • 

\1 1 2 / 



Si restamos el primer renglón de A de los renglones 2 y 3 (operaciones 
elementales tipo 3 con renglones), se tiene como resultado 




Si ahora restamos dos veces la primera columna de la segunda y la prime- 
ra columna de la tercera (operaciones elementales tipo 3 con columnas) 
obtenemos 




Es ahora evidente que el número máximo de columnas linealmente inde- 
pendientes de esta matriz es 2. Por lo tanto, el rango de A es 2. 



El siguiente teorema utiliza este proceso de modificación de una matriz 
por medio de operaciones elementales con renglones y columnas para 
transformarla a una forma particularmente simple. La fuerza de este teore- 
ma se puede ver en sus corolarios. 



Teorema 3.5. Sea A una matriz de m x n de rango r. Entonces r < m, r < n, 
y por medio de un número finito de operaciones elementales con renglo- 
nes y columnas A se puede transformar en una matriz D tal que 



(a) 


D u = 0 


para 


í ^ j> 


(b) 


D u = 1 


para 


i < r, 


(c) 


Dn = 0 


para 


i > r. 



El teorema anterior y sus corolarios son muy importantes. Su demos- 
tración, aunque fácil de entender, es bastante tediosa. Como ayuda para 
seguir la demostración consideraremos primero un ejemplo. 
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Ejemplo 5. Considérese la matriz 

¡0 2 4 2 2 

^ _ 4 4 4 80 

~ 8 2 0 10 2 

\6 3 2 9 1 

Por medio de una sucesión de operaciones elementales con renglones y 
columnas transformaremos a A en una matriz D tal como lo establece el 
Teorema 3.5. Escribiremos muchas de las matrices intermedias, pero en 
algunas ocasiones transformaremos una matriz a partir de la anterior me- 
diante varias operaciones elementales simultáneas. El número sobre la 
flecha indicará cuántas operaciones se han involucrado; trátese de iden- 
tificar la naturaleza de cada operación (si se hizo sobre un renglón o 
sobre una columna y el tipo de operación). 

/O 2 4 2 2\ /4 4 4 8 0\ /I 1 1 2 0\ 

444 80 ,024 22 ,024 22 2 

820 10 2 * 8 2 0 10 2 * 820 10 2 * 

3 2 9 1/ 3 2 9 1/ 3 2 9 1/ 

1 1 2 0\ 0 0 0 0\ 

2 4 2 2 3 0 2 4 22, 

6 -8 -6 2 * 0 -6 -8 -6 2 * 

3 -4 -3 1/ \0 -3 -4 -3 1/ 

/I 0 0 0 0\ 

0 12 11 

0 -6 -8 -6 2 

\0 -3 -4 -3 1 / 

0 0 0 0\ 0 0 0 0\ /I 0 0 0 0 

01000 , 01000 , 01000 
0 0 1 0 2 * 0 0 1 0 2 * 0 0 1 0 0 
\0 0 2 0 4/ \0 0 0 0 0/ \0 0 0 0 0 

En virtud del Corolario 2 del Teorema 3.3, rango (A) = rango (D), pero 
es evidente que rango (D) = 3; así rango (/f ) = 3. Nótese que las dos 
primeras operaciones elementales dan como resultado un 1 en la posición 
1, 1 y las siguientes operaciones (tipo 3) dan como resultado ceros, en 
todas las posiciones del primer renglón y primera columna a excepción de 
la posición 1, 1. Las operaciones elementales subsecuentes no producen 
cambios en el primer renglón ni en la primera columna. Con este ejem- 
plo en mente procederemos a la demostración. 




¡10 0 
2 0 1 2 
~ * 0 0 4 
\0 0 2 



0 °\ 1 

11 3 0 

0 8 * 0 

0 4/ \0 



0 0 0 0 \ 
10 0 0 , 
0 4 0 8 _ 
0 2 0 4/ 
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demostración del teorema 3.5. Si A es una matriz nula, r = 0 por 
el Ejercicio 3. En este caso se concluye que D = A. 

Ahora, supóngase que A ^ O y r = rango (A); entonces r > 0. La 
demostración se hará por inducción matemática sobre m, el número de 
renglones de A. 

Supóngase que m = 1. Por medio de a lo más una operación con 
columnas del tipo 1 y una operación con columnas del tipo 2, A puede 
ser transformada en una matriz con un 1 en la posición 1, 1, y por medio 
de a lo más n — 1 operaciones con columnas del tipo 3, esta matriz puede 
ser transformada a su vez en la matriz 

D = (1, 0, 0, ... , 0). 

Nótese que existe un máximo de una columna linealmente independien- 
te en D. Por lo tanto rango(D) — rango (A) = 1 de acuerdo con el Coro- 
lario 2 del Teorema 3.3 y el Teorema 3.4. Por lo tanto, el teorema queda 
establecido para m — 1. 

Ahora supóngase que el teorema se cumple para cualquier matriz con 
un máximo de m — 1 renglones (para algún m > 1). Demostraremos que 
el teorema se cumple para cualquier matriz con m renglones. 

Supóngase que A es cualquier matriz de m x n. Si n = 1, el Teorema 
3.5 se demuestra de una manera análoga que para m = 1. (Véase el 
Ejercicio 10.) 

Supondremos que n > 1. Como A ^ O, A i} 0 para algún /, /. Por 
medio de a lo más una operación con renglones y una operación con 
columnas (ambas del tipo 1) se puede colocar un elemento no nulo en la 
posición 1, 1 (tal como se hizo en el Ejemplo 5). Por medio de a lo más 
una operación adicional del tipo 2 podemos asegurar un 1 en la posición 
1, 1. (Véase la segunda operación en el Ejemplo 5.) Por medio de un 
máximo de m — 1 operaciones con renglones del tipo 3 y n — 1 opera- 
ciones con columnas del tipo 3 podemos eliminar a todos los elementos 
no nulos del primer renglón y la primera columna, con excepción del 1 
en la posición 1, 1. (En el Ejemplo 5 utilizamos dos operaciones con 
renglones y tres operaciones con columnas para poder alcanzar este estado.) 

Por tanto, con un número finito de operaciones elementales, A puede 
transformarse en una matriz 





0 ••• ( 


0 






B' 
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donde B f es una matriz de (m — 1) x (n — 1). En el Ejemplo 5, 

i 2 4 2 2\ 

B' = -6 -8 -6 2 • 

\— 3 -4 -3 1/ 

Por el Ejercicio 11, B' tiene un rango una unidad menor que el de B. 
Como rango (/4) = rango(B) — r, rango(fl') = r — 1. De acuerdo con 
la hipótesis de inducción r — 1 < n — 1 y r — 1 < m — 1. Por lo tanto, 
r < m y r < n. 

También por la hipótesis de inducción, B' puede transformarse por 
medio de un número finito de operaciones elementales con renglones y 
columnas en una matriz D' de (m — 1) x (n — 1) tal que 

(D') íj = 0 si i ^ /, 

(Z>')m =1 si i < r - 1, 

(D')u = 0 si i > r. 



Esto es, que D r consta totalmente de ceros a excepción de las primeras 
r — 1 posiciones de la diagonal principal que tienen unos. Sea 





0 • • • 0 \ 


0 






D’ 







Vemos que el teorema se establece una vez que queda demostrado que D 
puede obtenerse de B por medio de un número finito de operaciones ele- 
mentales con renglones y columnas. Pero esto se obtiene aplicando repe- 
tidas veces el Ejercicio 12. 

Así, como A puede ser transformada enfiyfi puede ser transformada 
en D , ambas mediante un número finito de operaciones elementales, en- 
tonces A puede ser transformada en D mediante un número finito de 
operaciones elementales. 

Finalmente, como D f contiene unos en las primeras r — 1 posiciones 
sobre la diagonal principal, D contiene unos en las primeras r posicio- 
nes sobre su diagonal principal y ceros en el resto de ellas. Luego entonces, 
D u = 1 si i < r, D n = 0 si / > r, y D (J =0 si i ^ j. Esto establece el 
teorema. ■ 

Corolario 1 . Sea A una matriz de m x n de rango r. Entonces existen matrices 
invertibles B y C de dimensiones m x m y n x n, respectivamente, tales 
que D = BAC donde D es una matriz de m x n que satisface 
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(a) 


E>u 


= 0 


si 




(b) 


Du 


= 1 


si 


i < r, 


(c) 


D„ 


= 0 


si 


i > r. 



demostración. De acuerdo con el Teorema 3.5, A puede ser transfor- 
mada en la matriz D mediante un número finito de operaciones elementales 
con renglones y columnas. Podemos recurrir al Teorema 3.1 cada vez que 
realicemos operaciones elementales. Entonces, existirán matrices elemen- 
tales de m x m E u E<¿, ... , E p y matrices elementales de n x n G u 
G 2 , . . . , G u tales que 

D - E V E P . X . . . E 2 E,AG,G 2 . . . G q . 

De acuerdo con el Teorema 3.2, todas las E¡ y G ; son invertibles. Sean 
B = EpEp-! . . . Et y C = G 1 . . . G q . Entonces, de acuerdo con el Ejer- 
cicio 2 de la Sección 2.4 B y C son invertibles y D = BAC. ■ 



Corolario 2 . Sea A una matriz arbitraria de m x n. 



(a) Rango( A 1 ) = rango(A). 

(b) El rango de cualquier matriz es igual al número máximo de 
renglones linealmente independientes de dicha matriz; esto es, el 
rango de una matriz es la dimensión del subespacio generado 
por los renglones de la matriz . 

(c) Los renglones y las columnas de cualquier matriz generan sub- 
espacios de la misma dimensión, numéricamente iguales al rango 
de la matriz. 



DEMOSTRACIÓN. 

(a) Por el Corolario 1 existen matrices in vertibles B y C tales que 
B> — BAC , donde D satisface las condiciones enunciadas en el corolario. 
Tomando las transpuestas tenemos 

D f = CA'B'. 



Puesto que B y C son invertibles, también lo son B { y C f , en virtud del 
Ejercicio 3 de la Sección 2.4. Entonces, por el Corolario 1 del Teore- 
ma 3.3, 

rango^) = rango — rango(D'). 

Supóngase que r = rango (A). Entonces D t es una matriz de n x m 
que satisface las condiciones del Corolario 1 y, por tanto, rango(D') = r 
por el Teorema 3.4. Así, 

rango(/C) — rango(D') = r = rango(/í). 

Esto establece (a). 

Las demostraciones de (b) y (c) se dejan como ejercicios. | 
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Corolario 3. Cualquier matriz invertible es un producto de matrices elementales . 

demostración. Si A es una matriz invertible de n x n, entonces ran- 
go (A) — n, y entonces por el Corolario 1 existen matrices invertibles B 
y C tales que D = BAC y donde Z> i; = 0 para i=£j y Da = 1 para 
1 < 1 < n - Entonces D — I n ; esto es, l n = 

En la demostración del Corolario 1 nótese que B — E P E P - * . . . E t y 
C = G x G 2 . . . G g , donde las E { y las Gi son matrices elementales. Enton- 
ces ^ = B x í n C~ 1 = 5-C 1 , y así ^ = E~ X E~ X . . . E-jGfG^. . . G?. Pero 
la inversa de una matriz elemental es elemental y por lo tanto es el 
producto de matrices elementales. ■ 

Utilizaremos al Corolario 2 para relacionar el rango de un producto 
de matrices con el rango de cada factor. Nótese cómo la demostración 
emplea la relación entre el rango de una matriz y el rango de una trans- 
formación lineal. 

Teorema 3.6. Sean T: V-»W y U: W Z transformaciones lineales en es- 
pacios vectoriales dimensionalmente finitos V, W y Z, y sean A y B matrices 
tales que AB está definido. Entonces 

(a) rango{ UT) < rango{ U) . 

(b) rango{ UT) < rango (1) . 

(c) rango(AB) < rango(A) . 

(d) rango( AB) < rango ( B) . 

demostración. Claramente se ve que R(T) C W y por lo tanto 
R(UT) = UT (V) = U(R(T) ) C U(W) = R(U). 



Entonces 

rango (UT) = dim(R(UT)) < dim(R(U)) « rango(U). 

Esto establece el inciso (a). 

De acuerdo con el inciso (a) 

rango(AB) = rango(L A /i) — rango(UU) < rango (l_x) = rango(¿4). 
Esto establece el inciso (c). 

En virtud del inciso (c) y del Corolario 2 del Teorema 3.5 
rango (v4£) = rango(C¿B)*) = rangoCJJ^*) < rango (£‘) ^rango(B). 
Esto establece el inciso (d). 
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Sean >a, y y bases ordenadas para V, W y Z, respectivamente, y sean 
A' — [U]¡ y B f — [T]* Entonces A'B' — [UT]^ de acuerdo con el Teore- 
ma 2.12. Por lo tanto, por el Teorema 3.3 y el inciso (d), 

rango (UT) = rango (A'B') < rango(£') = rango(T). 

Esto establece el inciso (b). ■ 

Veremos posteriormente que es importante poder calcular el rango de 
cualquier matriz. Podemos emplear el Corolario 2 del Teorema 3.3, los 
Teoremas 3.4 y 3.5 y el Corolario 2 del Teorema 3.5 para llevar a cabo 
nuestro propósito. 

El objetivo es utilizar operaciones elementales con renglones y colum- 
nas en una matriz para “simplificarla” (de tal modo que la matriz trans- 
formada tenga muchos ceros) hasta que una observación sencilla nos 
permita determinar cuántos renglones o columnas linealmente indepen- 
dientes tiene la matriz y así determinar su rango. 

Ejemplo 6. 



( a ) Sea (12 1 3\ 

^ = (l 1 -1 1 i' 

Nótese que los renglones de A son linealmente independientes pues uno 
no es múltiplo del otro. Luego, rango (A) — 2. 

(b) Sea 

/■ 3 1 ‘\ 

A = 1 0 1 1 • 

\0 3 0 0/ 

En este caso hay varias maneras para proceder. Supóngase que principia- 
mos con una operación elemental con renglones para obtener un cero en 
la posición 2, 1. Restando el primer renglón del segundo, obtenemos 

n 3 i iv 
0 -3 0 ol- 
io 3 0 0/ 

Ahora nótese que el tercer renglón es un múltiplo del segundo, y que el 
primero y el segundo renglones son linealmente independientes. Por tanto, 
rango(/l) = 2. 

Como un método alternativo, nótese que la primera, la tercera y la 
cuarta columnas de A son idénticas y que la primera y la segunda colum- 
nas de A son linealmente independientes. Por lo tanto, rango(/4) — 2. 
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(c) Sea 




2 3 1 
1 1 1 
-1 1 O 



Utilizando diversas operaciones elementales con renglones y columnas, obte- 
nemos la siguiente secuencia de matrices: 



/I 


2 


3 




z 1 


2 


3 


n 


0 


-3 


-5 


-1 


|, 0 


-3 


-5 


1 


\o 


-3 


-2 -l) 


\o 


0 


3 


0/ 



/I 0 0 0\ /I o o 0\ 

( 0 —3 —5 1 ), y (o —3 0 0 1. 

\0 0 3 0/ \0 0 3 0/ 

Es claro que la última matriz tiene tres renglones linealmente independien- 
tes y, por lo tanto, su rango es 3. 



En síntesis, realícense operaciones en renglones y columnas hasta que 
la matriz se haya simplificado lo suficiente, de tal manera que el máximo 
número de renglones o columnas linealmente independientes se haga evi- 
dente. 



La Inversa de una Matriz 

Hemos afirmado que una matriz de n x n es invertible si y sólo si su 
rango es n . Como ya sabemos cómo calcular el rango de cualquier matriz, 
ya podemos determinar si una matriz es o no invertible. Proporcionaremos 
ahora una técnica sencilla para calcular la inversa de una matriz, la cual 
empleará operaciones elementales con renglones. 

Definición . Sean A y B matrices de m x n y de m x p, respectivamente. Por 
matriz aumentada (A | B) entenderemos la matriz de m x (n-f p) 

(A 1 , ... , A", R\ ... ,B>), 

donde A 5 y B j significan la \-ésima columna de A y la j-ésima columna 
de B, respectivamente. 

Sea A una matriz invertible de n x n y considérese la matriz aumen- 
tada C = (A | /„) de n x 2 n. En virtud del Ejercicio 15 tenemos 



A~ l C — (A~'A ] A-'Z h ) = (In\A-')- 



( 1 ) 
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Por el Corolario 3 del Teorema 3.5, A- 1 es el producto de matrices ele- 
mentales, digamos A 1 = E P E V - X . . . E x . Entonces la Ecuación (1) se trans- 
forma en 

E V E V - X . . . E X (A | /*) = A X C = (/ w | A - 1 ). 

Como multiplicar a una matriz por la izquierda por una matriz elemental 
transforma a la matriz en la misma forma que una operación elemental 
con renglones (Teorema 3.1), tenemos el siguiente resultado: Si A es una 
matriz invertible de n x n, entonces es posible transformar la matriz 
(A | I n ) en la matriz (/ n | A~ x ) por medio de un número finito de opera- 
ciones elementales con renglones. 

Recíprocamente, supóngase que A es invertible y que la matriz (A | / n ) 
puede ser transformada en la matriz (I n | B) mediante un número finito de 
operaciones elementales con renglones. Sean E u E 2y ... , E v las matrices 
elementales asociadas con estas operaciones elementales con renglones como 
en el Teorema 3.1; entonces 

E p . . . E 2 Er(A | /„) - (In\B). (2) 

Haciendo M = E p . . . E 2 E U tenemos de la ecuación (2) que 

M(A\I n ) = (MA | Ai) - (h¡B). 

Por lo tanto MA = I n y M = B, y se tiene entonces que A# = A 1 . Así 
B = M = A - 1 . Así se tiene el siguiente resultado: Si A es una matriz 
invertible de n x n y si la matriz (A | l n ) se transforma en una matriz de 
la forma (I n | B) por medio de un número finito de operaciones elemen- 
tales con renglones , entonces B = A -1 . 

El ejemplo siguiente ilustra este procedimiento. 



Ejemplo 7. Calcularemos la inversa de la matriz 



/O 2 
\3 3 



(El lector puede verificar que rango (A) = 3 para estar seguro de que A 
es invertible.) Para calcular A' 1 debemos utilizar operaciones elementales 
con renglones para transformar la matriz 

/O 2 4 1 0 0\ 

(A\I) — ( 2 4 2 0 1 0| 

\3 3 1 0 0 1 / 

en (/ | A- 1 ). El método más eficiente para llevar a cabo esta transforma- 
ción es transformar sucesivamente las columnas de A , empezando por la 
primera columna, en la correspondiente columna de /. Como necesitamos 
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un elemento no nulo en la posición 1,1, principiaremos intercambiando 
los renglones 1 y 2. El resultado es 

/2 4 2 0 1 0\ 

0 2 4 1 0 0- 

\3 3 1 0 0 1/ 

A fin de colocar un 1 en la posición 1,1 debemos multiplicar el primer 
renglón por i; esta operación nos da 

/I 2 1 0 \ 0\ 

0 2 4 1 0 0- 

\3 3 1 0 0 1/ 

Ahora completamos nuestra labor sobre la primera columna al sumar al 
tercer renglón — 3 veces el primero para obtener 

/I 2 10 i 0\ 

0 2 4 1 0 0- 

\0 -3 -2 0 1/ 

Para transformar la segunda columna de la matriz anterior en la segun- 
da columna de I multiplicaremos el renglón 2 por i para obtener un 1 
en la posición 2,2. Esta operación da 

/I 2 10 i 0\ 

0 1 2 \ 0 0 - 

\0 -3 -2 0 1/ 

Podemos ahora completar el trabajo en la segunda columna sumando —2 
veces el renglón 2 al renglón 1 y 3 veces el renglón 2 al renglón 3. 
El resultado es 

/I 0-3-1 i 0\ 

(O 1 2 \ 00- 

\0 0 4 \ -i 1/ 

Unicamente queda por transformar la tercera columna. Para colocar 
un 1 en la posición 3,3 multiplicamos el renglón 3 por i; esta operación 
da 

/I 0-3-1 i 0\ 

0 1 2 i 0 0- 

\o o i i — I y 



La suma de múltiplos apropiados del renglón 3 a los renglones 1 y 2 
completa el proceso y da 
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/I O O i h 

(o 1 o i -i ■ 

\o o i i -i y 

Entonces 

/ * -* *\ 

AT' = -i i -i’ 

\ i -i y 

El ser capaces de calcular la inversa de una matriz nos permite calcu- 
lar el inverso de una transformación lineal. El ejemplo siguiente muestra 
la técnica. 



Ejemplo 8. Sea T: P 2 (jR) P 2 CR) definida mediante T(/) —/ + /' + 
donde f y f" son la primera y la segunda derivadas de /. Se puede 
demostrar fácilmente que N(T) = {0}, de manera que T es invertible. To- 
mando — {1, x, jt 2 }, tenemos 

/ 1 1 2 \ 

[T]/i = 1 0 1 2- 

\0 0 1 / 



Y encontramos que la inversa de la matriz es 




Pero ([TJp) -1 = [T 1 ]^ por el Corolario 1 del Teorema 2.21. Por lo tanto, 
por el Teorema 2.16, tenemos que 

\ 

T -1 (tfo -r a Y x + a 2 x 2 ) = (a 0 — a x ) + (a x — 2a 2 )x + a 2 x 2 . 



EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) El rango de una matriz es igual al número de sus columnas no nulas. 

(b) El producto de dos matrices siempre tiene rango igual al menor de 
los rangos de las dos matrices. 

(c) La matriz cero de m x n es la única matriz de m x n de rango 0. 

(d) Las operaciones elementales con renglones conservan el rango. 

(e) Las operaciones elementales con columnas no necesariamente conser- 
van el rango. 
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(f) El rango de una matriz es igual al máximo número de renglones li- 
nealmente independientes de la matriz. 

(g) La inversa de una matriz se puede calcular exclusivamente por medio 
de operaciones elementales con renglones. 

(h) El rango de una matriz de n x n es a lo más n. 

(i) Una matriz de n x n de rango n es invertible. 

Encontrar el rango de las matrices siguientes: 

(a) /I 1 0\ (b) /I 1 0\ (c) /I 0 2\ 

t : ¿ fe : :) ll 1 4 ' 

(d) /I 2 1\ (e) 2 3 1 1\ 

\2 4 2/ 1 4 0 1 2 

02-301 
0 0 0 0 / 



1 


2 


0 


i 


1\ 


(g) 


1 


0 


n 


2 


4 


1 


3 


0 


2 


2 


0 


2 


3 


6 


2 


5 


1 


1 


1 


0 


1 


i-4 


-8 


1 


-3 


1/ 


\1 


1 


0 


1/ 



3. Demostrar que para cualquiera matriz A de m x rt, rango (A) — 0 si y sólo 
si A es la matriz nula. 

4. Utilizar operaciones elementales con renglones y columnas para transformar 
cada una de las matrices siguientes en una matriz D que satisfaga las condi- 
ciones del Teorema 3.5, y luego determinar el rango de cada matriz. 



z 1 


1 


1 2 \ 


(b) / 2 


>\ 


2 


0 - 


1 2 


h 1 


2 


\i 


1 


1 2 


\ 2 


1/ 



Para cada una de las siguientes matrices calcular el rango y la inversa, si 
ésta existe. 



(a) /I 2 

ll 1 



(d) /I 2 1 
10 1 
\l 1 1 



<b) /: 



(e) /I 
1 
2 



i 2 r 
1 1 2 
1 o 1 



1 -3/ 
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6 . Para cada una de las siguientes transformaciones lineales T, determinar si 
T es invertible y calcular T 1 si existe. 

(a) T: P 2 (R) P 2 (R) definida por T(/) = /" + 2f - f 

(b) T: R 3 — » R 3 definida por 

Goy #3) — (#1 + 2#2 G39 G\ "1“ Q 2 2#3, Qi + 

(c) T: R 3 — > P 2 (R) definida por 

T (a u a 2 , a z ) — (a x + a 2 + a 3 ) + (a x — a 2 + a 3 )x + c¡ ± x 2 

7 . Expresar la matriz invertible 




como un producto de matrices elementales. 

8 . Sea A una matriz de m x n. Demostrar que si c es cualquier escalar no 
nulo, entonces rango (cA) — rango C4). 

9 . Completar la demostración del Corolario 2 del Teorema 3.3 demostrando 
que las operaciones elementales con columnas conservan el rango. 

10 . Demostrar el Teorema 3.5 para el caso en que A es una matriz de m x 1. 

11. Sea 




donde B ' es una submatriz de m x n. Demostrar que si rango (B) ~ r, 
entonces rango (B') = r — 1. 

12. Sean B f y D' matrices de m x n y sean B y D las matrices de (m + 1) x 
(rci+ 1) definidas por 
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Demostrar que si B' puede transformarse en D f mediante una operación 
elemental con renglones [columnas], entonces B puede transformarse en D 
mediante una operación elemental con renglones. 

13. Demostrar los incisos (b) y (c) del Corolario 2 del Teorema 3.5. 

14. Sean T, U: V^W transformaciones lineales. Demostrar que 

(a) R(T + ü) C R(T) + R(U). 

(b) Si W es dimensionalmente finito, entonces rango (T + U) < rango (T) 
+ rango(U). 

(c) Deducir del inciso (b) que, para cualquier par de matrices A y B 
d t m x n, rango(>4 + B) < rango(v4) + rango(B). 

15. Si A y B son matrices de n renglones, demostrar que M(A \ B) = ( MA \ 
MB) para cualquier matriz M de m x n. 

16. Demostrar que si B es una matriz de 3 x 1 y C una matriz de 1 x 3 enton- 
ces el rango de la matriz BC de 3 x 3 es a lo más 1. Recíprocamente, 
demostrar que si A es cualquier matriz de 3 x 3 con rango 1, entonces 
existen una matriz B de 3 x 1 y una matriz C de 1 x 3 tales que A — BC. 



3.3 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES: 
ASPECTOS TEORICOS 



Esta sección y la siguiente están dedicadas al estudio de los sistemas de 
ecuaciones lineales, los cuales se presentan de manera natural tanto en las 
ciencias físicas como en las sociales. En esta sección aplicaremos los re- 
sultados del Capítulo 2 para describir a los conjuntos solución de los 
sistemas de ecuaciones lineales como subconjuntos de un espacio vectorial. 
En la Sección 3.4 se utilizarán operaciones elementales con renglones para 
proporcionar un método de cálculo para encontrar todas las soluciones a 
tales sistemas. 

El sistema de ecuaciones 



OS) 



I a tí X i + «12*2 + • ' ’ + a \ n X n ~ ^1 
¿* 21*1 + a 22 X 2 + * * * + a 2n X n = ^2 



0 m 1*1 + 0m2*2 + 



* + a mn X n — 



donde au y MI < « < m y 1 < / < «) son elementos de un campo F 
y jc „ xt, ... ,Xn son n variables que toman valores en F, se denomina un 
sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas sobre el campo F. 
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La matriz de m x n 




se llama la matriz de coeficientes del sistema (S). 
Si expresamos a X y B como 




entonces el sistema (5) se puede reescribir como una ecuación matricial 
única 

AX = B. 



Para utilizar los resultados que hemos desarrollado hasta ahora, a menu- 
do consideraremos a un sistema de ecuaciones lineales como una ecuación 
matricial única. 

Una solución del sistema ( S ) es una «-dimensional 

Si\ 

• e F n 

sj 

tal que As = B. El conjunto de todas las soluciones del sistema ( S ) se 
llama conjunto solución del sistema. 




Ejemplo 9. 

(a) Considérese el sistema 

f Xt + x 2 = 3 
\ x x — x 2 = 1. 

Utilizando técnicas conocidas podemos resolver el sistema anterior y con- 
cluir que existe una solución única: x x = 2, x 2 — 1; es decir, 




El sistema puede escribirse de forma matricial como 





x 2 
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entonces 



Á ~Q -0 y B= (')- 

(b) Considérese 

f 2xí + 3jr 2 + x 3 = 1 
\ x t x 2 + 2x 3 = 6; 



o bien. 




Este sistema tiene muchas soluciones tales como 



/ — 6 \ 



8 \ 



* = l 2 y -4 



(c) Considérese 



+ x 2 = 0 
+ x 2 — 1 ; 



o bien, 



{: 

« :x:;K) 



Es evidente que este sistema no tiene soluciones y entonces vemos que 
un sistema de ecuaciones lineales puede tener una, muchas o ninguna 
solución. 



Debemos ser capaces de reconocer cuándo un sistema tiene soluciones 
y luego ser capaces de describir todas las soluciones. Esta sección y la 
siguiente estarán dedicadas a este fin. 

Principiaremos nuestro estudio de sistemas de ecuaciones examinando 
el tipo de sistemas “homogéneos” de ecuaciones lineales. Como veremos 
posteriormente (Teorema 3.7), el conjunto de soluciones de un sistema 
homogéneo de m ecuaciones lineales con n incógnitas forma un subespacio 
de F n . Podemos entonces aplicar la teoría de los espacios vectoriales a 
este conjunto de soluciones. Por ejemplo, se puede encontrar una base 
para el espacio solución y cualquier solución puede expresarse como una 
combinación lineal de los vectores de la base. 

Definición . Se dice que un sistema AX — B de m ecuaciones con n incógnitas 
es homogéneo si B = 0; de lo contrario se dice que el sistema es no 
homogéneo. 
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Todo sistema homogéneo tiene al menos una solución, a saber, 



s = 



j0\ 

\0 



Esta solución se denomina la solución trivial. El siguiente resultado pro- 
porciona más información sobre el conjunto de soluciones de un sistema 
homogéneo. 



Teorema 3.7. Sea AX = 0 un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con 
n incógnitas sobre un campo F. Sea K el conjunto de todas las soluciones 
para AX = 0. Entonces K = N(L A ); por lo tanto , K es un subespacio de 
F n de dimensión n — rango (l A ) = n — rango (A). 

demostración. K = {s £ F n : As — 0 } = N(L a ). La segunda parte se si- 
gue del Teorema 2.3. ■ 



Corolario. Si m < n el sistema AX — 0 tiene una solución no trivial. 

demostración. Supóngase que m < n. Entonces rango(/í) = rango(L 4 ) 
< m, y entonces dim(K) — n — rango(L A ) > n — m > 0. Como dim(K) 
>0, K ^{0}. Luego, existe sd K, s=£0. Entonces s es una solución no 
trivial para AX — 0. ■ 



Ejemplo 10. 

(a) Considérese el sistema 

r* + 2 jc 2 + = 0 

\*1 - X 2 “ *3 = 0 . 

Sea 




la matriz de coeficientes. Es evidente que rango (A) = 2. Si K es el 
conjunto solución del sistema, entonces dim(K) = 3 — 2 = 1. Luego, 
cualquier solución no nula será una base para K. Por ejemplo, como 





es una solución, 
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es una base. Entonces cualquier elemento de K es de la forma 




donde t£R. 

(b) Considérese al sistema x t — 2x 2 + x 3 = 0 de una ecuación ccn 
tres incógnitas. Si A = (1, — 2, 1) es la matriz de coeficientes, rango(yt) 
= 1. Por lo tanto, si K es el conjunto solución, dim(K) =3 — 1 = 2. 
Nótese que 




son elementos de K linealmente independientes. Por lo tanto constituyen 
una base para K, tal que 



K - 




ti, t 2 e R 



En la Sección 3.4 expondremos métodos explícitos de cálculo para 
encontrar una base para el conjunto solución de un sistema homogéneo. 



Ahora pasaremos al estudio de los sistemas no homogéneos. Nuestro 
siguiente resultado muestra que el conjunto de soluciones de un sistema no 
homogéneo AX = B puede expresarse en términos del conjunto de solu- 
ciones del sistema homogéneo AX = 0. Nos referiremos a la ecuación 
AX — 0 como al sistema homogéneo correspondiente a AX = B. 



Teorema 3 . 8 . Sea K el conjunto solución de un sistema de ecuaciones lineales 
AX = B y sea K H el conjunto solución del sistema homogéneo corres- 
pondiente AX = 0. Entonces para cualquier solución s de AX = B 

K={s} + K h ={s + k: k g K h }. 

demostración. Sea s cualquier solución de AX — B. Demostraremos que 
K = {s} H- K h . Si w £ K, entonces Aw = B . De aquí que A(w — s) = 
Aw — As = B — B = 0. Entonces w — s£ K H . Luego, existe k £ K H tal 
que w — s = k, de manera que + K H , y por lo tanto 

K £ W + K h . 

Recíprocamente, supóngase que w £ {s} + K H entonces w = s + k 
para alguna k £K. Pero entonces Aw = A(s + k) = As + Ak = B + 0 
= B , de manera que w £ K. Por lo tanto {s} + K H C K y entonces K = 
+ K h . ■ 
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Ejemplo 1 1 . 

(a) Considérese el sistema 



fxi + 2x 2 4- x ;i — 7 

[Xi - x 2 - x% = -4. 

El sistema homogéneo correspondiente al anterior es el sistema dado en 
el Ejemplo 10(a). Puede comprobarse fácilmente que 




es una solución del sistema no homogéneo anterior. Así, el conjunto solu- 
ción del sistema es 




por el Teorema 3.8. 

(b) Considérese al sistema x± — 2x 2 4- jc 3 = 4. El sistema homogé- 
neo correspondiente a este sistema está dado en el Ejemplo 10(b). Como 




es una solución de este sistema, el conjunto completo de soluciones K se 
puede escribir como 



K = 







1 1 , t 2 e R\- 



Aun cuando se haya reservado la Sección 3.4 para métodos de cálculo, 
el teorema siguiente nos proporciona un medio para calcular las soluciones 
de ciertos sistemas de ecuaciones. 



Teorema 3.9. Sea AX = B un sistema de n ecuaciones y n incógnitas. Si A es 
invertible, entonces el sistema tiene exactamente una solución , que será 
A _1 B. Inversamente, si el sistema tiene únicamente una solución, entonces 
A es invertible . 

demostración. Supóngase que A es invertible. Sustituyendo A~ l B en el 
sistema, tenemos A (A *B) = (AA'^B = B, de manera que A l B es una 
solución. Si s es una solución arbitraria, entonces As ~ B y al multiplicar 
ambos lados por A _1 se tiene que s — A~ J B. Por tanto, el sistema tiene 
una y sólo una solución, que es A 'B. 
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Recíprocamente, supóngase que el sistema tiene exactamente una solu- 
ción 5 -. Sea K h el conjunto solución para el sistema homogéneo correspon- 
diente AX = 0. Por el Teorema 3.8, {s} + K H , pero esto sólo puede 
tenerse cuando K H — {$}• Entonces N(L¿) = {0} y por lo tanto A es 
invertible. ■ 



Ejemplo 12. 

incógnitas: 



Considérese el siguiente sistema de 3 ecuaciones con tres 



(S) 



2x 2 + 4x 3 = 2 
2xj T 4x 2 T" 2x 3 = 3 
3Xj + 3*2 + *3 = 1- 



En el Ejemplo 7 calculamos la inversa de la matriz de coeficientes A de 
este sistema, por lo que (S) tiene exactamente una solución: 





-* h 

i -i 

-i v 

Utilizaremos esta técnica para resolver sistemas de ecuaciones lineales 
cuyas matrices de coeficientes son invertibles en la aplicación que da fin 
a esta sección. 

En el Ejemplo 9(c) vimos un sistema de ecuaciones lineales que no 
tenía solución. Estableceremos ahora un criterio para determinar cuándo 
un sistema tiene soluciones. Este criterio involucra el rango de la matriz 
de coeficientes del sistema AX = B y el rango de la matriz (A | B). A la 
matriz (A I B) se le denomina matriz aumentada del sistema AX = B. 



Teorema 3.10. Sea AX = B un sistema de ecuaciones lineales. Entonces el 
sistema tiene al menos una solución si y sólo si rango ( A) = rango (A | B). 

demostración. Decir que AX = B tiene solución, equivale a decir que 
B £R(L A ). En la demostración del Teorema 3.4 vimos que R(U) — L{A\ 
A 2 , . . . , A n }, es el subespacio generado por las columnas de A. En- 
tonces AX — B tiene una solución si y sólo si B pertenece a dicho sub- 
espacio. Pero B £L{A X , A 2 , . . . , A n } si y sólo si L{A X , A 2 , . . . , A n } — 
L{A\ A 2 , . . . , A n , B). Esta última proposición es equivalente a 

dim (L{A\ A 2 ,..., A »} = dim (L{A\ A 2 ,..., A\ B)). 

Y de acuerdo con el Teorema 3.4, la ecuación anterior se reduce a 
rango(/l) = rango(/l | B). ■ 



Ejemplo 13. Recuérdese el sistema de ecuaciones 

J *i + x-¿ — 0 
+ x 2 = 1 



del Ejemplo 9(c). 
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Puesto que 



^ = (¡ ¡) y Wl»> = (! ¡ ?). 

rango(/4) = 1 y rango (A | B) = 2. Como los rangos no son iguales, el 
sistema no tiene soluciones. 

Ejemplo 14. Utilizaremos el Teorema 3.10 para determinar si (3, 3, 2) 
está en el rango de la transformación lineal T : R 3 R 3 definida por 

T(a 1? «2, o 3 ) = (oí + o 2 + o 3 , Oí — o 2 + o 3 , a r + o 3 ). 

Pero tenemos que (3, 3, 2) £R(T) si y sólo si existe un vector s = (jc ly 
■*2, x 3 ) £ R 3 tal que T (5 *) í= (3, 3, 2). Tal vector s deberá ser una solución 
del sistema 

'x 1 + x 2 4- x 3 = 3 
«< x x — x 2 + x 3 = 3 
+ x 3 — 2. 

Como los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz aumentada de 
este sistema son 2 y 3, respectivamente, se tiene que este sistema no tiene 
soluciones. Por lo tanto, (3, 3, 2)0R(T). 



Una aplicación 

En 1973 Wassily Leontief ganó el Premio Nobel de Economía por su 
trabajo en el desarrollo de un modelo matemático que se puede utilizar 
para describir diversos fenómenos económicos. Terminaremos esta sección 
aplicando algunas de las ideas que hemos estudiado para ilustrar dos casos 
especiales de su trabajo. 

Principiaremos considerando una sociedad sencilla constituida por tres 
personas (empresas): un campesino que produce todos los alimentos, un 
sastre que hace todo el vestido y un carpintero que construye todo lo de 
la vivienda. Supondremos que las tres personas venden y compran en un 
abasto central y que todo lo que se produce se consume. Como ningún 
producto entra o sale del sistema, en este caso se trata del modelo cerrado. 

Cada uno de los tres individuos consumirá de cada uno de los tres 
productos producidos dentro de la sociedad. Supóngase que la proporción 
de cada uno de los productos consumidos por cada una de las personas está 
dada en el cuadro siguiente. Nótese que cada una de las columnas del 
cuadro deben sumar 1. 





Alimentación 


Vestido 


Vivienda 


Campesino 


0.40 


0.20 


0.20 


Sastre 


0.10 


0.70 


0.20 


Carpintero 


0.50 


0.10 


0.60 
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Sean p„ p 2 y p 3 respectivamente los ingresos del campesino, del sastre 
y del carpintero. Para tener la certeza de que esta sociedad sobrevive, se 
requiere que el consumo de cada individuo sea igual a su ingreso. En el 
caso del campesino, este requisito puede traducirse en la ecuación 
0.40p, + 0.20p 2 + 0.20p 3 = Pl Entonces necesitamos considerar el sis- 
tema de ecuaciones lineales 

'0.40?! + 0.20p 2 + 0.20p 3 = Pi 
< 0.1 0?! + 0.70p 2 + 0.20p 3 = P2 
0.50?! + 0.1 0p 2 + 0.60p 3 = p 3 

o su equivalente, AP = P, donde 




y A es la matriz de coeficientes del sistema. Dentro de este contexto A 
se denomina matriz de consumo y AP — P la condición de equilibrio. 

Para matrices B y C del mismo tamaño utilizaremos la notación 
B>C[B> C ] para indicar B tj > C t¡ [Bi, > C i; ] para toda i y /. B se 
denominará no negativa [ positiva ] si tí > 0[B > O], donde O es la matriz 
nula. 

Al principio puede parecer razonable reemplazar la condición de equi- 
librio por la desigualdad AP < P, esto es, la condición que el consumo 
no exceda a la producción. Pero de hecho AP < P implica que AP — P 
en el modelo cerrado, pues de otra manera existiría una k para la cual 

Pk> 2 A kj Pj. 

3 

Por tanto, como las columnas de A suman 1, 

2 p> > 2 2 AuPi = 2 (2 a„)pí = 2 Ph 

i i j 3 4 $ 

lo cual es una contradicción. 

Una solución del sistema homogéneo (/ A)X 0 equivalente a la 
condición de equilibrio es 




Podemos interpretar este hecho como indicando que la sociedad sobrevivirá 
si el campesino, el sastre y el carpintero tienen ingresos en la proporción 
25:35:40 (o 5:7:8). 

Nótese que no estamos interesados simplemente en una solución no 
trivial al sistema, sino en una que sea no negativa. Por ello debemos consi- 
derar si el sistema (/ - A)X = 0 tiene o no una solución no negativa, 
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donde A sea una matriz no negativa cuyas columnas suman 1 . Un teore- 
ma útil en este aspecto [cuya demostración puede encontrarse en la publi- 
cación “Aplicaciones de las Matrices a Modelos Económicos y a las 
Interrelaciones de las Ciencias Sociales” de Ben Noble, Proceedings of the 
Summer Conjerence for College Teachers on Applied Mathematics (1971), 
CUPM, Berkeley, California] se enuncia a continuación. 

Teorema 3.11. Sea A una matriz de consumo de n x n de la forma 




donde D es una matriz positiva de l x (n - 1) y C es una matriz positiva 
de (n 1) x 1. Entonces (I A)X = 0 tiene un conjunto de soluciones 
unidimensional generado por un vector no negativo. 

Obsérvese que toda matriz de consumo positiva satisface la hipótesis 
de este teorema. La matriz siguiente también la satisface. 

¡0.15 0.50 0.65\ 

I 0 0.25 0.35] 

\0.25 0.25 0 / 

En el modelo abierto suponemos que existe una demanda externa para 
cada uno de los productos producidos. Volviendo a nuestra sociedad sen- 
cilla, sean x¡, x 2 y x 3 las cantidades de alimento, vestido y vivienda produ- 
cidas en función de las demandas externas d t , d. y d 3 . Sea A la matriz 
de 3 x 3 tal que A,¡ representa la proporción del producto i consumido 
en producir el producto j. Entonces el superávit de alimentos en la so- 
ciedad es 

*1 ~ (^ít-ri + A 12 X 2 + A i:í x :i ), 

esto es, la cantidad de alimentos producidos menos la cantidad de alimen- 
tos consumidos para producir los tres productos. La suposición de que 
todo lo producido se consume nos da una condición de equilibrio similar 
para el modelo abierto, esto es, que los superávits de cada uno de los 
tres productos deben ser iguales a las correspondientes demandas externas. 
Por lo tanto 

3 

x¿ ^ A ijXj d^ para / — — 1 , 2 y 3 . 

En general, debemos encontrar una solución no negativa para el siste- 
ma (/ — A)X = D, donde A y D son matrices no negativas y la suma 
de los elementos de las columnas de A no es mayor que uno. Es fácil 

ver que si (/ — A)- 1 existe y es no negativa, entonces la solución deseada 
será (/ — Aj-'D. 

Recuérdese que para un número real a, la serie 1 + a + a- + ... con- 
verge a (1 - a)- 1 si \a \ < 1. De la misma manera puede demostrarse 
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(utilizando el concepto de convergencia de matrices desarrollado en la 
Sección 5.3) que la serie / H- A + A 2 + ... converge a (/ — A)- 1 si A n 
converge a la matriz nula. En este caso (/ — A)- 1 será no negativa puesto 
que las matrices /, A, A 2 , ... son no negativas. 

Para ilustrar el modelo abierto, supóngase que el 30% de los alimen- 
tos se utiliza para producir alimentos, 20% para producir vestido y 30% 
para la vivienda. De la misma forma, supóngase que el 10% del vestido 
se destina a la producción de alimentos, 40% para producir vestido y 
10% para la vivienda. Finalmente, supóngase que 30% de la vivienda 
se utiliza para producir alimentos, 20% para producir vestido y 30% 
para la producción de la vivienda. Entonces, la matriz de consumo es 



'0.30 


0.20 


0.30' 


0.10 


0.40 


0.10 


,0.30 


0.20 


0.30, 



y entonces 



/ 0.70 


-0.20 


— 0.30\ 


/2.0 


1.0 


io\ 


I — A = | — 0.10 


0.60 


-o.io) 


y {I-A)-' = 0.5 


2.0 


0.5 


\— 0.30 


-0.20 


0.70/ 


\1.0 


1.0 


2.0/ 



Como (/ — A)- 1 es no negativa podemos encontrar una solución no nega- 
tiva (única) para (/ — A) X = D para cualquier demanda Z>. Por ejemplo 
si 



D = 




entonces 



X — (I — A)~ x D 




Entonces, se debe producir un volumen de producción de 90 unidades de 
alimentos, 60 unidades de vestido y 70 unidades de vivienda para satis- 
facer una demanda de 30 unidades de alimentos, 20 unidades de vestido 
y 10 unidades de vivienda. 



EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) Cualquier sistema de ecuaciones lineales tiene al menos una solución. 

(b) Todo sistema de ecuaciones lineales tiene como máximo una solución. 
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(c) Cualquier sistema homogéneo de ecuaciones lineales tiene al menos 
una solución. 

(d) Cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas tiene 
como máximo una solución. 

(e) Cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas tiene al 
menos una solución. 

(£) Si el sistema homogéneo correspondiente a un sistema de ecuaciones 
lineales dado tiene una solución, entonces el sistema dado tiene una 
solución. 

(g) Si la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de n ecuaciones 
lineales con n incógnitas es invertible, entonces el sistema carece de 
soluciones triviales. 

(h) El conjunto solución de cualquier sistema de m ecuaciones lineales 
con n incógnitas es un subespacio de F n . 

2. Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, encontrar 
la dimensión y una base para el conjunto solución. 

(a) í + x 2 - x 3 = 0 (b) Í2x, + * 2 — * 3 = 0 

[4XJ + x 2 — 2x 3 = 0 < x t — x 2 + x 3 = 0 

jCj + 2x 2 — 2x 3 = 0 

(c) x¡ -j- 2 x 2 — 3.x 3 + = 0 (d) ÍXi -f- 2^2 = 0 

1*1 “ *2 = o 

3. Utilizando los resultados del Ejercicio 2 encontrar todas las soluciones de 
los siguientes sistemas. 

(a) Xj + x 2 — x 3 — 1 (b) 2x x + x 2 — x 3 = 5 

4xj + x 2 — 2x 3 — 3 < x x — x 2 + x 3 = 1 

. x { + 2x 2 — 2x 3 = 4 

(c) ~r 2 x 2 — 3x 3 + x 4 — 1 (d) ÍXj -|- 2x 2 — 5 

[Xi — x 2 — — 1 

4. Sea A la matriz de coeficientes de 

x 1 + 2x 2 — x 3 = 5 
Xi + X 2 + x 3 = 1 

2xj — 2 x 2 + x 3 = 4. 

(a) Demostrar que A es invertible. 

(b) Calcular A~ 2 . 

(c) Utilizar A~ x para resolver el sistema. 

5. Dar un ejemplo de un sistema de n ecuaciones con n incógnitas con un 
número infinito de soluciones. 
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6. Sea T: R 3 -^>R 2 definida por T(a, b 9 c) = (a + b 9 2 a — c). Describir 

t-HO, ID}- 

7. Determinar cuál de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales tiene so- 
lución. 



(a) 


í ^ 


1 + x 2 — 


x 3 


+ 2*4 


= 2 


(b) i 


í* 


+ 


*2 - 


~ *3 = 1 






1 X 

1 


1 + X 2 + 


2*3 




= 1 




[2*, 


+ 


x 2 + 3x } = 2 






i2* 


1 + 2*2 T~ 


*3 


+ 2*4 


= 4 














(c) 


'*1 


+ 2*2 + 3*3 : 






(d) 


*1 


+ 


X 2 


+ 3 ;c 3 — x 4 


= 0 




*1 


+ X 2 ~ 


*3 : 


= 0 






x l 


+ 


X 2 


+ *3 + *4 


= 1 






+ 2^*2 + 


*3 : 


= 3 






X l 


— 


2 x 2 


+ *3 — *4 


= 1 
















4 xj 


+ 


x 2 


"1“ 8X3 — X4 


= 0 



8 . Demostrar que un sistema AX = B de m ecuaciones lineales con n incóg- 
nitas tiene solución si y sólo si B £ R(U). 



9. Demostrar o dar un contraejemplo al siguiente enunciado: Si la matriz de 
coeficientes de un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas tiene 
rango m, entonces el sistema tiene una solución. 



10. En el modelo cerrado de Leontief con alimentación, vestido y vivienda como 
industrias básicas, supóngase que la matriz de consumo es 

lil i rg\ 

* i A- 

W i i/ 

¿En qué proporción deben producir el campesino, el sastre y el carpintero 
de manera que se alcance el equilibrio? 



11. En la representación del modelo abierto de Leontief, supóngase que 

1 ) 

y que el vector de demanda es D — ¿Cuánto de cada producto se 

deberá producir para satisfacer esta demanda? 



3.4 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES: 

ASPECTOS DE CALCULO 

En la Sección 3.3 obtuvimos una condición necesaria y suficiente para que 
un sistema de ecuaciones lineales tenga soluciones (Teorema 3.10) y 
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aprendimos cómo expresar las soluciones de un sistema no homogéneo en 
términos de las soluciones del sistema homogéneo correspondiente (Teo- 
rema 3.8). Este último resultado nos permite determinar todas las solu- 
ciones de un sistema dado si podemos encontrar una solución de dicho 
sistema y una base para el conjunto solución del sistema homogéneo corres- 
pondiente. En esta sección utilizaremos las operaciones elementales con 
renglones para alcanzar estos dos objetivos. La esencia de esta técnica es 
transformar un sistema dado de ecuaciones lineales en un sistema que 
tenga las mismas soluciones pero que sea más fácil de resolver (como 
en la Sección 1.4). 

Definición . Dos sistemas de m ecuaciones lineales con n incógnitas se llanym 
equivalentes si tienen el mismo conjunto de soluciones. 

El siguiente teorema y su corolario nos proporcionan un método útil 
para obtener sistemas equivalentes. 

Teorema 3.12. Sea (S) : AX = B un sistema de m ecuaciones lineales con n 
incógnitas y sea C cualquier matriz invertible de m x m. Entonces el 
sistema (S'): (CA)X = CB es equivalente a (S). 

demostración. Sea K el conjunto de soluciones para (S) y K' el con- 
junto de soluciones para ( S '). Si w £K, entonces Aw = B. Luego entonces, 
CAw — CB y por lo tanto w £K'. Entonces K C K f . 

Recíprocamente, si w£K', entonces CAw = CB. En consecuencia, 
Aw = ¿-'(CAw) = C~'(CB) — B y así w £K. Entonces K' C X, y por 
lo tanto K — K! . ■ 

Corolario. Sea AX — B un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas. 
Si (A' | B') se obtiene a partir de (A | B) mediante un número finito de 
operaciones elementales con renglones , entonces el sistema A'X = B' es 
equivalente al sistema original. 

demostración. Supóngase que (A' ( B') se obtiene de (A | B) por me- 
dio de operaciones elementales con renglones. Estas se pueden realizar 
multiplicando por matrices elementales de m x m E u . . . , E v . Sea C = 
E p . . . E y \ entonces (A' | B') — C(A | B) = (CA ¡ CB), y como todas 
las Ei son invertibles también lo es C. Ahora bien, A' = CA y B' — CB. 
Luego, por el Teorema 3.12, el sistema A'X = B f es equivalente al siste- 
ma AX = B. ■ 



Ejemplo 15. Para encontrar todas las soluciones de 

Xi + 2x 2 + x 3 — x 4 = 2 
4 *1 + *2 + *3 = 3 

y 3x { + 2x 2 + 3x 3 — 2x 4 = 1, 




Sistemas de ecuaciones lineales: aspectos de cálculo 



175 



construimos la matriz aumentada 

/I 2 1 — 1 2\ 

I 1 1 1 0 3) 

\3 2 3 —2 1/ 

del sistema y la simplificamos mediante una secuencia de operaciones ele- 
mentales con renglones de la siguiente manera. 

(a) Colocamos 1 en el primer renglón, primera columna. (Esto es 
ya el caso.) 

(b) Por medio de operaciones del tipo 3, utilizamos el primer ren- 
glón para obtener ceros en las posiciones restantes de la primera 
columna. La matriz que se obtiene es 

/I 2 1-1 
10 —1 0 1 
\0 -4 0 1 

Para las operaciones restantes ya no se utiliza el primer renglón. 

(c) Luego (utilizando los renglones restantes) colocamos un 1 en 
el segundo renglón y en la columna lo más a la izquierda posible — en 
este caso la segunda columna. Entonces hacemos operaciones con 
renglones del tipo 3 para obtener ceros en las posiciones restantes de 
esta columna. Estas operaciones dan 

/I 0 1 1 4 

Í 0 1 0 -1 -1 

\0 0 0 -3 -9 

(d) Para terminar, utilizando únicamente el renglón restante, coloca- 
mos un 1 en el tercer renglón y la columna lo más a la izquierda po- 
sible, en este caso la cuarta columna. Por medio de operaciones del 
tipo 3, usamos este 1 para producir ceros en la cuarta columna, y 
así obtenemos 

/I 0 1 0 1\ 

JO 1 0 0 2 )• 

\o 0 0 1 3/ 

Esta última matriz puede ser traducida a un sistema de ecuaciones 

*1 + *3 = 1 

< x 2 =2 
k x 4 = 3 

equivalente al sistema dado. Evidentemente x 2 ” 2 y x 4 — 3, pero x ± y 
jc 3 pueden tener cualquier valor siempre que su suma sea 1. Haciendo 
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x 3 — /, tenemos entonces que x x = 1 — /. Luego, una solución arbitraria 
tiene la forma 




Obsérvese que 




es una base para el sistema de ecuaciones homogéneo correspondiente al 
sistema dado. 



En el ejemplo anterior realizamos operaciones elementales con renglo- 
nes en la matriz aumentada del sistema hasta obtener la matriz aumentada 
de un sistema con las propiedades 1, 2 y 3 dadas en la página 29. Esa 
matriz tiene un nombre especial. 

Definición . Se dice que una matriz es escalonada por renglones si se satisfacen 
las tres condiciones siguientes : 

(a) Cualquier renglón que tenga un elemento no nulo precederá a 
cualquier renglón (si es que existe alguno) donde todos los ele- 
mentos sean ceros. 

(b) El primer elemento no nulo de cada renglón es el único elemento 
no nulo en su columna. 

(c) El primer elemento no nulo en cada renglón es 1 y aparece en 
una columna que está a la derecha del 1 que encabeza a cual- 
quier renglón anterior. 

Ejemplo 16. 

(a) La primera matriz del Ejemplo 15 (d) es una matriz escalonada 
por renglones. Nótese que el primer elemento no nulo de cada renglón es 
1 y que la columna que lo contiene tiene ceros en el resto de los elemen- 
tos. También véase que cada vez que nos desplazamos hacia abajo a un 
nuevo renglón, debemos desplazarnos cuando menos una (y posiblemente 
más) columna(s) hacia la derecha para encontrar el primer elemento no 
nulo del nuevo renglón. 
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(b) Las siguientes matrices no son escalonadas por renglones: 

/' 1 °\ 

0 1 o . 

\1 0 1 / 

porque la primera columna contiene más de un elemento no nulo; 

1 0 1 0 2 \ 

(l 0 0 ll- 

\0 0 1 1 / 

porque el primer elemento no nulo del segundo renglón no está a la 
derecha del primer elemento no nulo del primer renglón; y 




porque el primer elemento no nulo del primer renglón no es 1. 

La facilidad con que resolvimos el sistema final de ecuaciones del 
Ejemplo 15, se debe al hecho de que la matriz aumentada de este sistema 
es una matriz escalonada por renglones. Presentaremos en seguida un 
procedimiento para resolver cualquier sistema de ecuaciones lineales para 
el cual la matriz aumentada sea una matriz escalonada por renglones. Sin 
embargo, primero estableceremos que toda matriz puede ser transformada 
en una matriz escalonada por renglones mediante operaciones elementales 
con renglones. 

Teorema 3.13. Toda matriz puede ser transformada en una matriz escalonada 
por renglones por medio de un número finito de operaciones elementales 
con renglones. 

demostración. La demostración se hará por inducción sobre el número 
de columnas de la matriz. Dejaremos como ejercicio la demostración del 
resultado para matrices de una columna. Supóngase que la conclusión es 
válida para matrices que tienen n columnas, para algún entero n > 1 , y 
sea A una matriz de m x (n + 1). Escríbase A en la forma A — 
(A' | B), donde B es la última columna de A y A' es la matriz demx» 
obtenida al suprimir la última columna de A. Por la hipótesis de induc- 
ción, A' puede ser transformada en una matriz Q escalonada por renglo- 
nes por medio de un número finito de operaciones elementales con renglo- 
nes. Sea C el producto de las matrices elementales que corresponden a 
estas operaciones con renglones. Entonces 

CA CfA' | B) = (CA' | CB) = ( Q \ B’), 
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donde B' — CB. Claramente (Q | B') es una matriz escalonada por ren- 
glones a menos que contenga un renglón de la forma (0 ... 0 a) donde 
a^= 0. Multiplicando a tal renglón por a~\ sumando múltiplos adecuados 
de este renglón a los otros renglones y realizando el intercambio adecua- 
do de renglones, para alguna j podemos transformar (Q | B') en una ma- 
triz ( Q ) e¡) escalonada por renglones por medio de un número finito de 
operaciones elementales con renglones. Esto completa la inducción. ■ 

Puede demostrarse (véase el Ejercicio 9) que a toda matriz le corres- 
ponde una única matriz escalonada por renglones; esto es, si por distintas 
secuencias de operaciones elementales con renglones se transforma a la 
matriz en matrices Q y Q', ambas escalonadas por renglones, entonces 

Q = Q'. 

Describiremos ahora un método para resolver un sistema en el que 
la matriz aumentada sea una matriz escalonada por renglones. Para ilus- 
trar el procedimiento, consideremos al sistema 

’2xi + 3* 2 + x 3 + 4 x 4 — 9x¡ = 17 

x i -) x 2 x 3 x 4 — 3x¡ — 6 

+ x 2 + *3 + 2x 4 — 5x¡ = 8 

2x¡ -f- 2 x 2 -)- 2x¡ -f- 3x 4 — 8^5 = 14 

para el que la matriz aumentada es 

¡2 3 1 4 -9 17\ 

1111- 3 6 

1112- 5 8 

\2 2 2 3 -8 14/ 

La siguiente secuencia de matrices obtenida por operaciones con renglones 
ilustra cómo se transforma a la matriz aumentada en una matriz escalo- 
nada por renglones: 



f 1 


1 


1 


i 


-3 






i 1 


1 


1 


1 


-3 


<5\ 


'2 


3 


1 


4 


-9 


17 




lo 


1 


-1 


2 


-3 


5 


1 


1 


1 


2 


-5 


8 J 




0 


0 


0 


1 


-2 


2 


u 


2 


2 


3 


-8 


14/ 




lo 


0 


0 


1 


-2 


21 





0 


2 


-1 


0 


l ) 




( l 


0 


2 


0 


-2 


3 \ 


0 


1 


-1 


2 


-3 


5 




ío 


1 


-1 


0 


1 


1 


0 


0 


0 


1 


-2 


2 i 




0 


0 


0 


1 


-2 


2 


lo 


0 


0 


0 


0 


0/ 




\0 


0 


0 


0 


0 


0/ 
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El sistema de ecuaciones (equivalente al original) asociado con esta última 
matriz (considerada corno matriz aumentada) es 

x í + 2x 3 — 2* 5 = 3 

*2 — *3 + *5 = 1 

k x A — 2x 5 — 2. 

Nótese que hemos ignorado al último renglón pues está totalmente formado 
por ceros. 

Para resolver un sistema para el cual la matriz aumentada toma la forma 
escalonada, divídase a las variables x u x 2 , . . . , x r , en dos conjuntos. El primer 
conjunto consta de cada una de las variables que aparecen más a la 
izquierda en las ecuaciones del sistema (en este caso el conjunto es 
(jCi, x 2 , * 4 }). El segundo conjunto consta del resto de las variables (en 
este caso, {x lu jc 5 }). A cada variable del segundo conjunto se le asigna 
un valor paramétrico t u t 2 , . . . (jc* = x r > — t 2 ) y se resuelve para las 
variables del primer conjunto en términos de las del segundo: 

.x j = — 2 jc 3 -|- 2x¡ + 3 — — 2t 1 + 2í 2 + 3 

x 2 = x 3 — x 5 + 1 = t j í 2 +l 

*4 = 2x 5 + 2 = 2r 2 + 2. 

Así, una solución arbitraria, 5 , es de la forma 



¡XA 




1 — 2 ti + 2 1 2 + 3^ 




í 3 ) 




l~ 2 \ 




2 \ 


xj 




t\ — t 2 + 1 




1 




1 




-1 


x 3 


= 


t x 


= 


0 


+ í, 


1 


+ t 2 


0 


*41 




I 2í 2 + 2 




2 j 




1 0 




l 2 


\xj 




\ t 2 




\oi 




i 0/ 




\ l/ 



donde t u t 2 £R. Nótese que 





(-A 




2\ ' 




1 




-1 




1 


> 


0 




1 °¡ 




2 




\ oj 




iL 



forma una base para el conjunto de soluciones correspondiente al sistema 
de ecuaciones homogéneo. 

Para utilizar este procedimiento para resolver un sistema de m ecua- 
ciones con n incógnitas AX = £, véase primero si rango(/í) = rango 
(A | B). Si esta igualdad no se satisface, entonces el sistema no tiene 
soluciones. En seguida (siempre que el sistema tenga soluciones) utilícense 
operaciones elementales con renglones para transformar la matriz aumen- 
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tada (A \B) en una matriz escalonada por renglones {A'\B'). Descár- 
tense los renglones nulos en (A f \B f ) y escríbase de nuevo el sistema de 
ecuaciones asociado con (A'\B'). Resuélvase el sistema como se hizo 
anteriormente y se obtendrá una solución arbitraria de la forma 

s = Jo + Uu 1 + t 2 U 2 + . . . + tn-m'Un-m 

donde m! es el número de renglones no nulos en A f , (rri < m). La ecua- 
ción anterior sugiere que una solución arbitraria, s, puede expresarse en 
términos de n — m' parámetros. El teorema siguiente establece que s no 
puede expresarse en menos de n — m! parámetros. 

Teorema 3.14. Sea AX — B un sistema de m ecuaciones no nulas con n incóg- 
nitas. Supóngase que rango(A) — rango (A | B) y que (A | B) es una 

matriz escalonada por renglones. Entonces 

(a) rango(A) = m. 

(b) Si la solución general , obtenida por el procedimiento anterior es 
de la forma 

s = So + tjUi + t 2 U 2 + . . . + tn-^Un-in, 

entonces {ui, u 2 , . . . , u n _ m } es una base para el conjunto de 

soluciones del sistema homogéneo correspondiente y s 0 es una 

solución del sistema original. 

demostración. Como (A | B) es una matriz escalonada por renglones, 
rango(A | B) — rango(/l) = m, de acuerdo con los Ejercicios 5 y 6. 

Sea K el conjunto de soluciones para AX ^ B y K H el conjunto de 
soluciones para AX = 0. Haciendo h = t 2 = ... = ^ 0, s ~ s 0 £K. 

Pero por el Teorema 3.8, K = {s 0 } + K H , por lo que K H — K — {> 0 } = 
L({u u u 2 , . . . , ww-m}). 

Como rango(/í) = m, dim(K H ) — n — m. Entonces como dim(K H ) 
= n — m y K H es generado por un conjunto [u u u 2 , ... , u n - m } que con- 
tiene a lo más n — m elementos, concluimos que el conjunto anterior es 
una base para K H . ■ 



EJERCICIOS 

1 . Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) Si (A' j B’) se obtiene a partir de (A | B) mediante una secuencia 
finita de operaciones elementales con columnas, entonces los sistemas 
AX = B y A'X = B' son equivalentes. 

(b) Si ( A ' | B') se obtiene a partir de (A | B) mediante una secuencia 
finita de operaciones elementales con renglones, entonces los sistemas 
AX = B y A'X — B f son equivalentes. 
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(c) Si A es una matriz de n x n de rango n , entonces la matriz escalo- 
nada por renglones de A es I n . 

(d) Cualquier matriz se puede convertir en una matriz escalonada por 
renglones por medio de una secuencia finita de operaciones elemen- 
tales con renglones. 

(e) Si (A \B) es una matriz escalonada por renglones, entonces el siste- 
ma AX = B debe de tener una solución. 

(f) Sea AX = B un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas 
para el cual la matriz aumentada es una matriz escalonada por ren- 
glones. Si este sistema tiene solución, entonces la dimensión del con- 
junto de soluciones de AX = 0 es n — m', donde m f es igual al núme- 
ro de renglones no nulos de A. 

(g) Si una matriz A se transforma por medio de operaciones elementales 
con renglones en la matriz escalonada por renglones A', entonces el 
número de renglones no nulos en A f es igual al rango de A. 

2. Encontrar todas las soluciones a los sistemas de ecuaciones en los Ejerci- 
cios 2, 3 y 4 de la Sección 3.3 mediante la técnica usada en esta sección. 

3. Supóngase que la matriz aumentada del sistema AX = B se transforma en 
la matriz escalonada (A' J B f ) mediante una secuencia finita de operaciones 
elementales con renglones. 

(a) Demostrar que rango(/l') ^rango((/4' | B')) si y sólo si (A' | B') 
contiene un renglón en donde el único elemento no nulo queda ubi- 
cado en la última columna. 

(b) Deducir que AX = B tiene soluciones si y sólo si (A r | B') no contie- 
ne ningún renglón en el cual el único elemento no nulo está ubicado 
en la última columna. 

4. Para cada uno de los siguientes sistemas, aplicar el Ejercicio 3 para deter- 
minar si el sistema tiene soluciones. Si existen soluciones, encontrarlas todas. 
Finalmente, encontrar una base para los sistemas homogéneos correspon- 
dientes. 

(a) x x + 2x 2 — x 3 + = 2 (b) (x x + x 2 — 3x 3 + x 4 

< 2x x + x 2 + x 3 — x 4 = 3 < x l + x 2 + x 3 — x A 

, x x + 2x 2 — 3x 3 + 2x 4 =2 + x 2 — x 3 

(c) x x + x 2 — 3x 3 + x 4 — 1 

< *1 + X 2 + *3 ~ *4 = 2 

X x + x 2 ~~ x 3 =0 

5. Demostrar que si A es una matriz escalonada por renglones, entonces ran- 
go {A) es igual al número de renglones no nulos de A. 



= -2 

= 2 

- 0 
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6 . Si (A | B) es una matriz escalonada por renglones, demostrar que A tam- 
bién es escalonada por renglones. 

7 . Demostrar el Teorema 3.13 para matrices de una sola columna. 

8 . Demostrar el Teorema 3.13 de la manera siguiente. Sea A una matriz de 

n x n de rango r. Como el resultado es inmediato para r — 0, supóngase 
r > 0. Sea la base ordenada estándar para F n , defínase W* = L{l Á (ei), 
L A (e 2 ), . . . , L a ( 30} para 1 < k < n y defínase — min{i: dim(Wi) = 
/} para 1 < / < r. t>emostrar que k x < k¿ < ... < k r y que k, > / para 
toda /. Sea ), y demostrar que {z 1? z 2 ,. . Z/} es linealmente 

independiente. Extender este conjunto a una base /?' para F m . Hacer B = 
[L 4 ]^ y demostrar lo siguiente: 

(a) B — CA para alguna matriz invertible C de m x w. 

(b) B es escalonada por renglones. 

(c) B se puede obtener a partir de A mediante un número finito de ope- 
raciones elementales con renglones. 

9 . (a) Demostrar que si Q y Q' son matrices de m x n escalonadas por ren- 

glones tales que Q puede ser transformada en Q' por medio de un 
número finito de operaciones elementales con renglones, entonces 
Q = Q'. Sugerencias: Emplear inducción sobre n. 

(b) Deducir que si A es cualquier matriz, entonces existe una única ma- 
triz escalonada por renglones que puede obtenerse a partir de A 
mediante un número finito de operaciones elementales con renglones. 
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Durante un tiempo los determinantes jugaron un papel fundamental en el 
estudio del álgebra lineal; ahora, sin embargo, tienen una importancia mu- 
cho menor. Veremos, de hecho, que virtualmente nuestra única utilización 
de los determinantes será en el cálculo de los “eigenvalores”. Por esta razón 
las cuestiones más importantes que serán necesarias para los próximos 
capítulos se resumen en la Sección 4.5, de manera que el lector que no 
esté interesado en seguir un desarrollo de la teoría de los determinantes 
podrá pasar inmediatamente a dicha sección. 

El determinante de una matriz cuadrada con elementos de un campo F 
es un escalar (elemento de F ), por lo que podemos considerar al deter- 
minante como una función cuyo dominio es M nxn (F) y que toma valores 
de F. Aun cuando el determinante de una matriz cuadrada pueda ser 
definido en términos de los elementos de la matriz, la definición resultante 
es comprometedora para ser utilizada en operaciones. En vez de definir 
el determinante de esta manera, en la Sección 4.2 definiremos al determi- 
nante como una función S: M nxJ i (F) — » F que tiene tres propiedades 
importantes. En dicha sección también verificaremos que el método corrien- 
te para evaluar un determinante mediante la expansión a lo largo de una 
columna es, de hecho, un determinante en el sentido de nuestra defini- 
ción. La Sección 4.3 contiene otras propiedades adicionales de los determi- 
nantes y demuestra que existe un determinante único en M nxn (F), es decir, 
que las tres propiedades que definen un determinante son satisfechas por 
una y sólo una función de M nx:n (F) en F. La Sección 4.4 utiliza los deter- 
minantes para encontrar la inversa de una matriz invertible y para resolver 
un sistema de ecuaciones lineales que posee una matriz de coeficientes 
invertibles por medio de la regla de Cramer. 

El capítulo principia con una exposición de la teoría general en una 
forma sencilla. En esta sección investigaremos también el significado geo- 
métrico de los determinantes en términos de área y orientación. Los lectores 
que hayan estudiado cálculo avanzado recordarán que un cambio de 
coordenadas en las integrales múltiples requería del uso de un determi- 
nante llamado jacobiano. 
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4.1 DETERMINANTES DE ORDEN 2 

Algunas veces asignaremos a toda matriz de n x n con elementos de un 
campo F un escalar llamado “el determinante” de la matriz, pero primero 
consideraremos un caso especial fácil. 

Definición . El determinante de una matriz A de 2 x 2 con elementos de un 
campo F es el escalar AnA 22 — A 12 A 21 , que denotaremos por det(A). 

Ejemplo 1. Considérese el siguiente elemento de M 2x2 (fl): 




Entonces 



det (A) = 1 -4 - 2 -3 = -2. 

En la exposición siguiente será conveniente representar una matriz A 
de 2 x 2 en términos de sus renglones; como anteriormente, escribiremos 




y representaremos su determinante mediante 



det (¿> 

El determinante tiene las siguientes propiedades importantes. 



Teorema 4.1. El determinante de una matriz de 2x2 satisface las tres condi- 
ciones siguientes: 



(a) El determinante es una función lineal ¿e cada renglón cuando 
el otro renglón permanece fijo; esto es, 



(b) 

(c) 



y 



d “{ CA ‘A, A j =c *'(£) + *'(aÍ) 
Je ‘ (cA , + a:) = 0 (a!) + *' ( A') 



para todo escalar c en F. 

Si AfM 2x2 (F) tiene renglones idénticos, entonces det (A) = 0. 
Si I es la matriz identidad de 2x2, entonces det(l) = 1. 



DEMOSTRACIÓN. 
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) 



entonces 

, /cA,+A'\ / C/4 + A' cA + A' 

dCt ( U ') = det ( ^ ^ 12 

= ‘( A nA - A AJ + A A, - A,A) 

=cdei (^: ^::) +de, (í: <J 

= cde, (^)+*t(^;). 

Un argumento semejante demuestra que el determinante es también una 
función lineal del segundo renglón. 

(b) Si los renglones de A son idénticos, entonces A tiene la forma 

í A n A 1 2 \ 

\/4u Ai 2 J 

Así, det(.4) — A ll A 12 - A 12 A n = 0. 

(c) Puesto que 

"(i !)■ 

det (/ ) = 1-1— 0-0=1. ■ 



El siguiente resultado muestra que las tres propiedades mencionadas 
en el Teorema 4.1 caracterizan completamente a-1 determinante tal como 
se definió anteriormente. 

Teorema 4 . 2 . Sea 8: M 2x2 (F) — » F una junción cualquiera que tenga las tres 
propi edades siguí entes: 

(a) 8 es una función lineal de cada renglón cuando el otro renglón 
se mantiene fijo. 

(b) Si A £ M 2x2 (F) tiene renglones idénticos, entonces S ( A) = 0. 

(c) Si I es la matriz identidad de 2x2, entonces 8(1) = 1. 

Entonces 8 — det; esto es, 8 (A) = A 1X A 22 — A 12 A 2 i para toda A€M 2X 2 (F). 
demostración. Sea / la matriz identidad de 2 x 2 y sean 




Obsérvese que 8(M X ) — S(M 2 ) ~ 0 de acuerdo con la propiedad (b). 
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Primero demostraremos que 8(M 3 ) = — 1. Utilizando las propiedades (b) 
y (a) tenemos 



—0 0 -(r "!') 

■C I) 



1 0 
1 1 



= 8 (o + i i + o) + 8 (o+i 1 + o) 

= 8 (o i) +8 (i o) +8 (o i) +s (°i o) 



= 8 (/) + S(M 1 ) + S(M 2 ) + S(M 3 ) 

= 1 + 0 + 0 + 8(M 3 ). 

Luego, entonces 8(M 3 ) = —1. 

Ahora sea A un elemento cualquiera de M 2x2 ( F); entonces 

f A tl + 0 0 + A i2 ■ 

A 21 A 22 



=s (^” Z) +s (Z tj 



■) 



= s( A “ 0 ) + sí 0 Al2 ) 

y0 + ^4 2 i A 22 -h Oy \0 + y4 21 A 22 0 J 

= s ( A o Z) + S (t 1 1 o) + 8 (o t 2 J + s (Z A o 12 ) 



A n A. 2 



+ A 12 A 21 



-G ?) 

8 G ¿) 



H - AhA 21 • 8 



(i n !) 



— A u A 22 • 8(1) + A ll A 2í * 8 + ^ 12^22 ‘ 8(M 2 ) + A 12 A 21 • 8(M S ) 

— ^4 a A 22 ( 1 ) + AnAoiiO) + ¿ 12 y4 22 (0) + /4 12 /4 2 i(~1) 

— A\\A 2 2 Aj 2 A 21 = det(A), 



Y, por tanto, S = det. ■ 

Motivados por esta caracterización del determinante de una matriz 
de 2 x2, en la Sección 4.2 definiremos un determinante en M nxíl (F) 
como una función que posee las tres propiedades del Teorema 4.1. Pero 
primero veremos esta propiedad de unicidad para estudiar el significado 
geométrico del determinante de una matriz de 2 x 2. En particular, encon- 
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traremos que el signo del determinante es de importancia geométrica en 
el estudio de la orientación. 

Al hablar del ángulo entre dos vectores en R 2 , se entiende que hablamos 
del ángulo 9, tal que 0 < 9 < ir, formado por los vectores de la misma 
magnitud y dimensión que los vectores dados pero que parten del origen. 
(Véase Fig. 4.1.) Dados tres vectores u, v y w que parten del mismo pun- 
to, se dice que v está ubicado entre u y w si el ángulo entre u y w es 
igual a la suma de los ángulos entre u y v y entre v y w. (Véase Fig. 4.2.) 

Dada una base ordenada - {u, v} para R 2 , donde u = (a u a 2 ) y 
v = (b u b 2 ) denotamos por 

detf W ) 

al escalar W 





Angulo entre dos 
vectores en R 2 

figura 4.1 



x 





v se encuentra entre u y w. v no se encuentra entre u y w. 

(Aquí w se encuentra entre u 
y v.) 

figura 4.2 



y definimos la orientación de fi como el número real 
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(Se deduce del Ejercicio 10 que el denominador no es cero.) Claramente 




Obsérvese que 

°(«;) =i y o (4)=-‘- 

En general (véase el Ejercicio 11), 




si y sólo si la base ordenada {u, v} forma un sistema coordenado dere- 
cho, y 

si y sólo si (w, v} forma un sistema coordenado izquierdo. (Recuérdese que 
un sistema coordenado {«, v} es derecho si u puede hacerse coincidir 
con v haciéndolo girar en contra de las manecillas del reloj un ángulo 0 
tal que 0 < 0 < x; de lo contrario {«, v} es un sistema coordenado iz- 
quierdo. Véase Fig. 4.3.) Por conveniencia, definimos 

°(“)=° 

si { u , v} es linealmente dependiente. 




Un sistema coordenado derecho Un sistema coordenado izquierdo 

figura 4.3 

Cualquier conjunto ordenado (w, v} en R 2 determina de la siguiente 
manera un paralelogramo. Considerando a u y a v como flechas que 
parten del origen de R 2 , llamamos al paralelogramo que tiene a u y a v 
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como lados adyacentes el paralelogramo determinado por u y v (véase 
Fig. 4.4). 




Paralelogramos determinados por u y v 

figura 4.4 

Obsérvese que si el conjunto {«, v} es linealmente dependiente, es 
decir, si u y v son paralelos, el “paralelogramo” determinado por u y v 
es en realidad un segmento de recta que podemos considerar como un 
paralelogramo degenerado cuya área es cero. 

Existe una relación interesante entre 




el área del paralelogramo determinado por u y v, y 




que ahora procederemos a investigar. Sin embargo, obsérvese primero que 
como 




puede ser negativo, no podemos esperar que 




Pero podemos demostrar que 




de donde se tiene que 
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Con el argumento de que 



A 




utilizaremos una técnica que, aun cuando algo indirecta, podrá ser gene- 
ralizada para R n . Puesto que 



°(“)- ±i ’ 

podemos multiplicar ambos lados de la ecuación deseada por 



°(“) 

para obtener la forma equivalente 

°(“)' A (“) =det (v)' 

Estableceremos esta ecuación verificando que las tres condiciones del 
Teorema 4.2 se satisfacen por la función 




(a) Principiaremos demostrando que 
Obsérvese que esta conclusión es inmediata si A = 0 puesto que 



8 U)=°©' a (oH 

Supóngase entonces que X^O. Considerando a Av como la base del para- 
lelogramo determinado por a y Av, vemos que 



A 




= base x altura = | A | (longitud de v) (altura) — ] A | • A 




puesto que la altura h del paralelogramo determinado por u y Av, es la 
misma que la del paralelogramo determinado por u y v. (Véase Fig. 4.5.) 
De aquí que 



S 




-°(“)][ |aia (“)] 

0 - 
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Un argumento semejante muestra que 




Demostraremos a continuación que 



8 



( u 
\au + bw 



) 




para toda u, w6R ! y todo número real a y b. Obsérvese que debido a 
que los paralelogramos determinados por u y w y por u y u + w tienen 
una base común u y la misma altura (véase Fig. 4.6), 




a( hN ) = AÍ “ V 

yw J yu + w J 

Si a — 0, entonces 

s U“<-) =í W =i " 8 (-) 

de acuerdo con el primer párrafo de la parte (a). De lo contrario, si 
a / 0, entonces 

8 («i + bw) = a ‘ 8 (« + b ~w) ~ a * (^) _ b ' 8 ( w )‘ 

Y así se obtiene la condición deseada en ambos casos. 
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Ahora podremos demostrar que 

S (v,“v,) =8 (“) +8 (“) 

para toda u, v 1; v 2 £ R 2 . Como el resultado es inmediato si u = 0, supon- 
dremos que u^O. Tómese cualquier vector w£R ! tal que {u, w} sea 
linealmente independiente. Entonces, para vectores cualesquiera v„ 
v 2 £R 2 , existen escalares a¡ y bi tales que v¡ = a¡u + b¡w(i — 1, 2). En- 
tonces 

8 ( “ ^ = 8 f , = (¿>j + b 2 )S ( u ) 

\v l + v 2 J \(a! + a 2 )u + (bi + b 2 )w ) \w J 

= 8 ( “ )+s( “ ) = 8 (“) + 8 ( M ) 

\aiU + b{w ) \a 2 u + b 2 w J \ v ¡ J V v -/ 

Un argumento semejante muestra que 

8 (“;) + 8 ( v ) 

para todo u u u 2i v£R 2 . 

(b) Como 

*(:)=•>■ s (r,)=°=°(“) A (») 

para toda u £ R 2 . 

(c) Como el paralelogramo definido por e 1 y e 2 es el cuadrado uni- 
tario, 

8 C;)= i = o (:i)' a C;)- 

Por tanto, 8 satisface las tres condiciones del Teorema 4.2 y 8 = det. 
Así, el área del paralelogramo determinado por u y v es igual a 




Entonces, por ejemplo, se ve que el área del paralelogramo determi- 
nado por u — ( — 1, 5) y v — (4, —2) es 

-C)H-Ci 4)1 = 18 - 

EJERCIOOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas. 

(a) El determinante de una matriz de 2 x 2 es una función lineal de 
cada renglón de la matriz cuando el otro renglón se mantiene fijo. 

(b) Si I es la matriz identidad de 2 x 2, entonces det(7) = 0. 
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(c) Si ambos renglones de una matriz A de 2 x 2 son idénticos, enton- 
ces det(/4) = 0. 

(d) Si u y v son vectores en R 2 que parten del origen, entonces el área del 
paralelogramo que tiene a u y v como lados adyacentes es 

*•(:)■ 

(e) Un sistema coordenado {w, v} es derecho si y sólo si su orientación 
es 1. 

(f) El determinante es una transformación lineal de M 2x2 (F) en F. 

2 . Calcular los determinantes de los siguientes elementos de M 2x2 (F): 

(a) ^6 —3^ (b) (-5 2j (c) (8 Oj 

3 . Calcular los determinantes de los siguientes elementos de M 2X 2 (C): 

(a) /-I +i 1-4A (b) ( 5-2 i 6 + 4A (c) (2 i 3\ 

{ 3 + 2 i 2-3 i) y — 3 + i Ti ) \4 6 i) 

4 . Para cada uno de los siguientes pares de vectores u y v en R 2 , calcule el 
área del paralelogramo determinado por u y v. 

(a) u - (3, -2) y v= (2, 5) 

(b) « = (1, 3) y v = (-3, 1) 

(c) «= (4, -1) y v- (-6, -2) 

(d) w = (3, 4) y v= (2, -6) 

5 . Demostrar que si B es la matriz obtenida al intercambiar los renglones de 
una matriz A de 2 x 2, entonces det(F) = — det(/4). 

6. Demostrar que para cualquier A €M 2x2 (F), det(^4*) — det(/t). 

7. Demostrar que si A es una matriz triangular de 2 x 2, entonces el deter- 
minante de A es igual al producto de los elementos de A situados en la 
diagonal. 

8. Demostrar que para cualesquiera A , B£ M 2x2 (F), det(AB) = det(A) * 
det (B). 



9 . 



La adjunta clásica de una matriz A de 2 x 2 es la matriz 



" = (-£ 




Demostrar que la adjunta clásica de una matriz posee las siguientes pro- 
piedades: 



(a) (adj A)A = A(ad] A) = [det(A)]/. 

(b) det(adj A) = det(^). 

(c) adj A‘ = (adj A)*. 
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10. Utilizando al Ejercicio 9(a), demostrar que una matriz A de 2 x 2 es 

invertible si y sólo si del (A ) 0, y que en este caso A' 1 ¡= [det(/4)] _1 

X (adj A). 

1 1 . Demostrar que 




si y sólo si la base ordenada {«, v} para R 2 forma un sistema coordenado 
derecho. Sugerencia: Recordar la definición de una rotación dada en el 
Ejemplo 5 de la Sección 2.1. 



4.2 DETERMINANTES DE ORDEN n 

Hemos visto en el Teorema 4.2 que el determinante de una matriz de 
2 x 2 se caracteriza totalmente por tres propiedades. Definiremos pronto 
el determinante de una matriz de n x n en términos de esas propiedades, 
pero primero necesitaremos de algunos resultados preliminares. Para co- 
menzar definiremos la primera de las condiciones que caracterizaron al 
determinante de una matriz de 2 x 2. 



Definición. Una función 8: M nxn (F) F se dice que es una función «-lineal 
si 8 es una función lineal de cada renglón de una matriz de n x n cuando 
los restantes n — 1 renglones se mantienen fijos, esto es, si 



( A ' ^ 




f AA 




/A,\ 


ó cAi -f- A{ 


= c-<5 


A. 


+ 6 


a; 


< A„ J 




\Aq/ 




\A n / 



siempre y cuando 

( A * \ 



, para i = 1, 2, . . . , n 



cAi -|- A[ 



\ a b / 



sea un elemento de M nxn (F). 
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Ejemplo 2. El Teorema 4.1 muestra que det: M 2 * 2 (F) -> F definido 
por det(/l) = A n A 22 — A 12 A 21 es una función 2-lineal. 

Ejemplo 3. La función 8: M nx „(F) -■> F definida por 8(A) = 0 para 
toda A 6 M nxn (F) es una función «-lineal. 

Ejemplo 4. La función 8: M nxn (F) -> F definida mediante 8(A) = 
A\jA 2 ¡ . . . A n¡ (esto es 8(/4) es igual al producto de todos los elementos 
de la /-ésima columna de A) es una función «-lineal para cada /(I < / < «) 
puesto que 



( ^ \ 



cA t + A't 



A\j • • • A {t - X )AcA ij + • • •A nJ 



\ A. J 



— cC4|y • • • A tJ • • • A„j ) + (Aij • • • A (t - l )jA' ÍJ A ({+1 )j • • • A n ¡) 





MA 




(%\ 


c*S 


A t 


+ <5 


Ai 




w 




\aJ 



Ejemplo 5. La función 8: M nxT1 (F)-»F definida mediante 8 (A) = 
A X1 A 2 2 ... A nn (esto es, 8(^4) es igual al producto de los elementos de A 
ubicados sobre la diagonal) es una función n- lineal. 

Ejemplo 6 . La función 8: AA n *„(F)-»F definida por 8(^4) = tr(^4) 
no es una función n-lineal. 

Nuestro siguiente resultado muestra que las funciones n-lineales pue- 
den combinarse para producir otras funciones n-lineales. 

Teorema 4.3. Una combinación lineal de dos funciones n-lineales es una fun- 
ción n-lineal (donde la suma y la multiplicación por escalares son como se 
definieron en el Ejemplo 3 de la Sección 1.2), 
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demostración. Sean $! y S 2 funciones n-lineales y sean a y b escalares. 
Si 8 es la combinación lineal 8 = a8 1 + b8 2 , entonces 




Entonces 8 es una función /t-lineal. ■ 



Corolario. Cualquier combinación lineal de funciones n-lineales es una función 
n -lineal. 

dem os t ración . E j er cicio . 

La siguiente definición hace mención de la segunda de las tres propie- 
dades que caracterizaron al determinante de una matriz de 2 x 2. 
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Definición . Se dice que una función 8 n -lineal es alternante si 8 (A) = O siem- 
pre que dos renglones adyacentes sean idénticos. 

Ejemplo 7. De las tres funciones n-lineales dadas en los Ejemplos 3, 
4 y 5 sólo la primera de ellas es alternante. 

El siguiente resultado muestra que la definición anterior es más pode- 
rosa de lo que parece. En particular, no hay necesidad de que los 
renglones en la definición se supongan adyacentes. 

Teorema 4.4. Sea 8: M nxll ( F)— »F una función n-lineal alternante. Entonces 
son ciertas las siguientes expresiones: 

(a) Si B se obtiene al intercambiar cualquier par de renglones en 
una matriz A de n x n, entonces 8(B) = —8 (A). 

(b) Si dos renglones de una matriz de n x n son idénticos , entonces 
8(A) = 0. 

demostración. Demostraremos primero que si B se obtiene al intercam- 
biar cualquier par de renglones adyacentes de A entonces 8(B) = — 8M). 
Supóngase que B se obtiene al intercambiar los renglones / e / + 1 de 



I a : \ 




¡A, \ 


A, 

A ¡+ 1 


; entonces B = 


A ¡+ 1 

A, 


\ A. ) 




U í 



Ahora bien 



/ * \ 



o = á 



At + A i+ 1 
A¡ + A i+ 1 



/ * \ 



/ ^ \ 






A, 

Ai + A i+ 1 



+ A 



A ¡+ 1 

Ai + A i+ 1 



u / v ; / 



\ A. / 
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(M 




( A : \ 




A ¡ \ 




I a * \ 


S A ' 


+ 3 


A, 


+ 3 


Ai+i 


+ 3 


A f+1 






^1+ 1 




At 




^/+ 1 


w 




U i 




\An / 







= 0 + 3(A) + S(B ) + 0 



porque 8 es una función n-lineal alternante. Así, 8 (B) = —8 (A). 

Ahora supóngase que B se obtiene de A intercambiando los renglones 
i y j donde i < /. Comenzando con los renglones i e i + 1, intercambia- 
mos sucesivamente los renglones de A hasta que éstos tienen el orden 
siguiente: 

A j, • • ■ , Ai-i , A í + \j . « « , Aj, A¡, A . . . , A n . 

En total, se requieren / — i intercambios para producir este orden. Ahora 
intercámbiese sucesivamente Aj con el renglón anterior hasta que los 
renglones tengan el orden siguiente: 

Ai, . • . , Ai- 1, Aj, Ai+i, . . . , Aj- 1, Ai, Aj + i, . . • , An. 

Este proceso requiere de / — i — 1 intercambios de renglones adyacentes 
y produce la matriz B. De aquí, en virtud del primer párrafo de la demos- 
tración, vemos que 

8(5) = (-ÍJ'-H-D^-'SM) - (-l)2(i— ii-i s(/4) - -8(/4). 

Resta demostrar que si dos renglones de A son idénticos, por ejemplo 
i y i ( i < /'), entonces 8 (A) = 0. Si /'=*'+ 1, entonces dos renglones ad- 
yacentes de A son idénticos y por hipótesis 8(A) = 0. Si j > i + 1, inter- 
cámbiense los renglones i + 1 y j para obtener una matriz B con dos 
renglones adyacentes iguales. Entonces 8(5) = 0, pero como 8(5) = 
— 8 (A) de acuerdo con el segundo párrafo de la demostración, se tiene 
que 8(/l) — 0. De este modo 8 satisface las condiciones (a) y (b). ■ 

Estamos preparados ahora para definir un determinante en M mxn (F). 
Obsérvese que el determinante se define en términos de las tres propieda- 
des del Teorema 4.2 que caracterizan al determinante de una matriz de 
2x2. 



Definición. Un determinante en M nxn (F) es una función alternante n-lineal 
8: AA nx¡n (F) — » F tal que 8(1) = 1. 

Un ejemplo sencillo de determinante puede darse en M lxl (F), para la 
función 8: M lxl (F) — definida por 8 (A) = A X1 (el único elemento 
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de A), que claramente satisface los requisitos de esta definición. Mas aún, 
el Teorema 4.1 muestra que al definir el determinante de una matriz A 
de 2 x 2 como A lt A 22 - A 12 A 21 se obtiene un determinante en M 2 * 2 (F) 
en el sentido de la definición anterior. Nuestro siguiente resultado nos 
autoriza a definir un determinante en M„xn(F) por inducción para cual- 
quier n > 3. 

Teorema 4.5. Sea 8 una función n-lineal alternante en M nxn (F). Para cada 
matriz A de (n + 1) x (n + 1) y para cada j(l < j < n + 1), se define 

€/a) = s'í-ir'Au-^A.,), 

donde Á¡j es la matriz de n x n obtenida a partir de A eliminando el 
i-ésimo renglón y la yésirna columna. Entonces £ ¡ es una función (n + 
1 ) -lineal alternante en las matrices de (n + 1) X (n + 1) con elementos 
de F. 

demostración. Como Áij se obtiene a partir de A al suprimir el i-ésimo 
renglón y la j-é sima columna, 8(A ti ) es independiente del i-ésimo ren- 
glón de A. Entonces, como 8 es una función n-lineal 8(/f ¿í ) es una fundón 
lineal de cada renglón de A a excepción del renglón i. Por tanto A a ■ 8 (A a) 
es una función ( n + l)-lineal de las matrices de (w+ 1) x (n+ 1) con 
elementos de F. Entonces, como 

n+i 

G04) = 2 (-íy+’Aif&iAii) 

i = 1 

es una combinadón lineal de las fundones (n + 1) -lineales A a • 8 (A a), 
es una función (n + 1) -lineal en virtud del corolario del Teore- 
ma 4.3. 

Demostraremos ahora que £¿ es alternante. Supóngase que A es una 
matriz de (n + 1) X (« + D en la que los renglones k y k+l son 
idénticos. Entonces A a tiene dos renglones idénticos siempre que i ^ k e 
i =/= k + 1. Así 8 (An) = 0 siempre que i^k e i=£k + 1 y entonces 

£ f (A) = (-l) k+i A ki ■ 8(A k j) + ( — l) < * +1)+, x4 (/[+ i),- ’ 8(/í(jt + i)i). 

Pero como los renglones k y k + 1 de A son iguales, A k , = A<ft +1)J y 
A ki = A (k+1)i . De aquí que (¿¡(A) = 0, lo que demuestra que €¿ es al- 
ternante. ■ 

Corolario I. Sean 8 y O como en el enunciado del Teorema 4.5. Si 8 es un 
determinante en M n ,„(F), entonces es un determinante en las matrices 
de (n + 1) X (n + 1) con elementos de F. 

demostración. Sea I la matriz identidad de (n+l)x(«+l) y sea 
/ la matriz denxn obtenida a partir de I al suprimir el renglón i y 
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la columna /. Entonces / es la matriz identidad de n x n. Como 7 i; = 0 
si i x= i e Ij¡ = 1, tenemos 

€,(/) -*2 (- 1 )*♦>/„ ■ 8(/„) = (- l)W •«(/„) 

i = 1 

= «(/«) = 1 

debido a que 8 es un determinante en M nxn (F). Entonces Éj es un deter- 
minante en las matrices de (n + 1) x (» + 1) con elementos de F. ■ 

Corolario 2. Existe un determinante en M n (F) para todo entero positivo n. 

demostración. La demostración será por inducción sobre n. Si n = 1, 
la función det: M lxl (F) — > F definida mediante det(/4) = A 1X es un de- 
terminante en M lxl (F). Supóngase que existe un determinante 8 en 
Mnxn(F). Entonces para alguna ;(1 < / < n + 1), la función defini- 
da en el Teorema 4.5 es un determinante en las matrices de (n + 1 ) x 
(n t 1 ) con elementos de F. Esto completa la inducción. | 

Definiciones. Si 8 es un determinante en M llxin (F), entonces el determinante 

fi(A)=g(-l) i+i A lj .<5(A ij ) 

definido en el Teorema 4.5 se llama la expansión de A a lo largo de la 
/-ésima columna. El escalar (— l) 1+i .¿(Á,j) se llama el cofactor de A¡j 
{ con respecto al determinante 8 ). 

Ejemplo 8. Sea A el siguiente elemento de M 3x3 (F): 

1 2 3\ 

4 5 6 . 

7 8 9/ 

Los cofactores de A, 2 , A 21 y A 32 son, respectivamente, 

( — 1 ) 1+2 det ^ ^j= ( — 1) (4 9 ~ 6-7) = 6, 

( — 1) 2+2 det ^ ^ = 1(1 -9 - 3-7) = -12, 

( — 1 ) 3+2 det ^ gj = ( — 1) (1 - 6 — 3 - 4) = 6. 

Por tanto, la expansión de A sobre la segunda columna es 

€2 (A) = A 12 ( 6) + A 22 (- 12) + A„( 6) 

= 2-6 + 5 ( — 12) + 8-6 = 0. 
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De la misma manera, los cofactores de A 13 , A 23 y A 33 son, respectivamente, 
(-1)™ det l^= 1(4-8 -5-7) = -3, 

(-l)«detf* g)= (-DO-8 -2-7) =6, 
( _l)3 + 3 d et^ ^ = 1(1-5 -2*4) = -3. 

De aquí que la expansión de A a lo largo de la tercera columna es 

es(A) = A 13 (- 3) + A 2 3(6) + i4 s ,(-3) = 3 ( 3) + 6(6) + 

+ 9( — 3) = 0. 

Veremos en el Teorema 4.9 que la igualdad de £¿(A) y € 3 ( ^ ) en 
el Ejemplo 8 no es coincidencia. De hecho, veremos que existe exactamen- 
te un determinante en M nxll (F). 



EJERCICIOS 

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 

(a) Un determinante en M UX .„(F) es una función lineal de cada renglón 
de una matriz de n x n con elementos de F cuando el resto de los 
n — 1 renglones permanece fijo. 

(b) Si 8 es un determinante y cualquier par de renglones de A son idén- 
ticos, entonces 8(/4) = 0. 

(c) Sea 8 un determinante. Si B es una matriz obtenida a partir de A 
intercambiando dos renglones cualesquiera entonces 8(/4) = 8(fl). 

(d) La función 8: M J1>01 (F)->F definida por S(A) = 0 para toda 

A £M» XI „(F) es un determinante en AA nxn (F). 

(e) Para cualquier n > 2 existe un determinante en M„,<„(F). 

(f) Cualquier determinante 8: M nxtl (F) — >F es lineal. 

2 . Verificar que si A es la matriz de 3 x 3 del Ejemplo 8, entonces la expan- 
sión de A a lo largo de la primera columna es igual a cero. 

3 . Evaluar el determinante de cada una de las siguientes matrices por expan- 
sión sobre la segunda y la tercera columna. (Cada matriz es un elemento de 

M 3 x 3 (C).) 

(a) /— 3 2 5\ (b) / 8 -4 0\ 

( 1 0 -l] 0 6 -3 

\ 4 —6 7/ \-l 5 2/ 
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(c) /I 2 


" 5 \ 


(d) n + i -1 


° \ 


6 -4 


3 


2 3/ 


4/ ) 


\0 1 


1/ 


\ 0 2 - i 


-1 + 2/7 


¿Cuáles de las 


siguientes funciones 8 


: AA 3X 3(F) — > F son 


funciones 3-linea- 



les? Justificar cada respuesta. 

(a) 804) = c, donde c es cualquier escalar no nulo 

(b) 8 (A)=A 22 

(C) 8 (A) = A uA 23 A 32 

(d) 8 (A) — A nA 2X A 32 

(e) *8 (A) = ^4 ii/4 31^4 32 

(f) 8 04) = 

v 7 v 7 11 22 33 

(g) 8 (¿4) — A X 1 A 22 A 33 A 1 x A 2 ±A 32 

5 . (a) Determinar todas las funciones 1-lineales 8: M lx i(F) — »F. 

(b) Determinar todos los determinantes en M Xx i(F). 

6 . Demostrar la igualdad de las tres funciones tÁ 3x3 (F) F(y = 1 , 2, 3) 
definidas en el Teorema 4.5 para toda A £ AA 3x3 (F) por 

€,•04) =2(-l) i+ ^irdetU ii ), 

i = l 

donde /í*,* es la matriz de 2 x 2 obtenida a partir de A suprimiendo el 
renglón i y la columna / y det denota el determinante único en M 2x2 (F). 

7 . Demostrar que el determinante único en M 2x2 (F) es una función 2-lineal 
de las columnas de una matriz de 2x2 y que el determinante de una 
matriz de 2 x 2, en la que ambas columnas son idénticas, es cero. 

8 . La demostración del Teorema 4.2 muestra que si 8 es una función 2-lineal 
8: M 2x2 (F) — »F, entonces 

8 (A ) — A 1 x A 22 • <8 (/) A 1 x A 21 * 8 (A4 X ) ~h 

~h A 12 A 22 * 8 (M 2 ) + A 12 A 21 * 8 (^4 3 ) » 

donde /, Mi, M 2 y M 3 son como en la demostración del teorema. Demos- 
trar que para escalares cualesquiera a, b, c, d£F la función 

€04) = A xl A 22 a + A lx A 21 b + A 12 A 22 c + A 12 A 21 d 

es 2-lineal. Entonces 8': M 2x2 (F) -> F es una función 2-lineal si y sólo si 
es de la forma anterior para algunos escalares a, b, c y d. 

9 . Demostrar que si F no es un campo de característica dos (tal como se 
define en el Apéndice D), entonces la condición (a) del Teorema 4.4 im- 
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plica la condición (b) del mismo. Sin embargo, el resultado no es verídico 
en campos arbitrarios. 

10 . Demostrar el corolario del Teorema 4.3. 



4.3 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 

Existen varias propiedades importantes que son de gran utilidad al evaluar 
un determinante de una matriz dada. Estas se resumen en el siguiente 
teorema. 

Teorema 4 . 6 . Cualquier determinante 8 en M nxn (F) tiene las siguientes pro - 
piedades: 

(a) Si B es una matriz obtenida a partir de A al multiplicar cada 
elemento de un mismo renglón de A por un escalar c, entonces 
8(B) = c* 8(A). 

(b) Si dos renglones de A son idénticos , entonces 8 (A) — 0 . 

(c) Si B es una matriz obtenida a partir de A intercambiando dos 
renglones , entonces 8(B) = —8 (A). 

(d) Si un renglón de A consta totalmente de elementos nulos , en- 
tonces 8 (A) — 0. 

(e) Si B es una matriz obtenida a partir de A al sumar un múltiplo 
del renglón i al renglón j(i^j), entonces 8(B) = 8(A). 

demostración. La propiedad (a) es una consecuencia del hecho de que 
8 es una función rtr lineal, mientras que las propiedades (b) y (c) son 
consecuencias del Teorema 4.4. 

(d) Supóngase que A iy el renglón i de A, consta totalmente de ele- 
mentos nulos. Entonces 





AA 




MA 


A 

II 




0A, 


— 0-S 


A{ 




\aJ 




Uj 



(e) Sea B obtenida a partir de A 6M, n , n (F) sumando c veces el ren- 
glón i al renglón /. Supóngase por razones de argumento que i < /. Por 
tanto, si 
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por la w-linealidad de 8 y por la propiedad anterior (b). ■ 

Obsérvese que las propiedades (a), (c) y (e) del Teorema 4.6 mues- 
tran cómo cambia el determinante de una matriz cuando se realiza en la 
matriz una operación elemental en los renglones. Podemos reformular estas 
propiedades en términos de matrices elementales de la manera siguiente. 

Corolario. Sean E t , E. y E 3 matrices elementales en M lltX!1 (F) respectivamente 
de los tipos 1, 2 y 3. Si E 2 se obtiene multiplicando un renglón de I por 
el escalar no nulo c, entonces para cualquier determinante 8 en M nxn (F), 
aíEO = -1, S(E 2 ) - c, y 8E 3 ) = 1. 

Este corolario es uno de los ingredientes clave de la demostración de 
la unicidad de un determinante en M nxn (F). Demostraremos ahora los dos 
teoremas restantes que serán necesarios para establecer la unicidad. Nues- 
tro primer resultado calcula el determinante de cualquier matriz no in- 
vertible. 

Teorema 4.7. Sea 8 un determinante en M nxn (F) y sea A un elemento de 
M 11XI1 (F) de rango menor que n. Entonces 8(A) = 0. 
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demostración. Como rango(/4 ) < n, los renglones de A son linealmen- 
te dependientes (Corolario 2 del Teorema 3.5). Por tanto existen escalares 
c u , c n , no todos cero, tales que c 1 A 1 + c,A-, + . . . + c n A„ = 0, don- 

de Au A 2 , ... , A„ son los renglones de A. Supóngase en favor del argu- 
mento que c¡ =£ 0; entonces 

A + cr'c,A, + . . . + c~ 1 c A = 0. 

i 12 2 i n n 

Sea B la matriz obtenida a partir de A sumando al primer renglón el múl- 
tiplo cr'c .A . del renglón i para toda i (i = 2, . . n). Entonces el primer 

renglón de B consta totalmente de elementos nulos, de modo que 8(B) — 0. 
Pero 8(B) = 8 (A) de acuerdo con la propiedad (e) del Teorema 4.6. 
Por tanto 8(/4) = 0. ■ 

El siguiente resultado establece el hecho final necesario para demos- 
trar la unicidad de un determinante en M n * n (F),que un determinante se 
comporta adecuadamente respecto a la multiplicación matricial. Sin em- 
bargo, este teorema es de considerable importancia por su propio derecho. 
En especial su segundo corolario, que proporciona una prueba determi- 
nante para la invertibilidad de una matriz, será utilizado con frecuencia 
en los próximos capítulos. 

Lema . Si E es una matriz elemental de n x n con elementos de F y si S es un 
determinante en M nxn ( F), entonces 8(EB) = 8(E) • 8(B) para cualquier 
B€M nxn (F). 

demostración. Supóngase que al multiplicar por la izquierda por E se 
intercambian dos renglones de B. Entonces 8(EB) — — 8(B) de acuerdo 
con el Teorema 4.6(c). Pero 8(E) = — 1 por el corolario al Teorema 4.6; 
entonces 8(EB) — 8(E) -8(£). Demostraciones semejantes establecen el 
resultado para la multiplicación de un renglón de B por un escalar no nulo 
o para la suma de un múltiplo de un renglón a otro. ■ 

Teorema 4.8. Sea 8 un determinante en M nxn (F), y sean A y B elementos 
cualesquiera de M nxn (F). Entonces S(AB) — S(A) *8(B). 

demostración. Si rango(^) < n, entonces de acuerdo con el Teore- 
ma 3.6 rango(/4Z?) < rango ( A) < n. Por tanto por el Teorema 4.7 
8(/4£) = 0 y 8(/4 ) = 0. Y en este caso 8(>ÍB) = 8(^4) * 8( B). 

Si rango(i4) i= n, A es invertible y por tanto es el resultado del 
producto de matrices elementales (Corolario 3 del Teorema 3.5). Sea 
A = E m . . . E u donde cada E¡ es una matriz elemental. Entonces por el 
lema tenemos 

8(AB) - 8(E m . . . E 1 B) = 8(E m ) • 8(E m . . . E,B) .= . . . 

- S(E m ) • . . . • 8(EJ * 8(B) = 8(E m . . . E>) ■ 8(B) - 8(A) ■ 8(B). U 
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Corolario 1. Sea 8 un determinante en M nxn (F), y sea A € AA nxn (F) invertible . 
Entonces 8(A) ^0y 8 (A -1 ) = [8 (A)]- 1 . 

demostración. En virtud deí Teorema 4.8 se tiene que 

8(A) • 8G4- 1 ) = 8(AA~') = 8(/ n ) - 1. 

De manera que 8(/t) ^0y S^- 1 ) = [8(i4)]-\ ■ 

Corolario 2. Sea 8 un determinante en M nxn (F) y rea A£M nxn (F). Entonces 
las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) 8 (A) = 0. 

(b) A no es invertible . 

(c) rango(A) < n. 

demostración. El corolario anterior muestra que si 804) = 0, enton- 
ces A no es invertible. De aquí que la condición (a) implica la condi- 
ción (b). 

El que la condición (b) implique la condición (c) se deriva de una 
observación previa en la página 146. 

Finalmente, el Teorema 4.7 muestra que la condición (c) implica la 
condición (a). | 

Se demostró en los Teoremas 4.1 y 4.2 que existe exactamente un 
determinante en M 2x2 (F). Ahora podemos demostrar un resultado seme- 
jante para M* xai (F). 

Teorema 4.9 . Existe exactamente un determinante en M axn (F). 

demostración. La existencia de un determinante en M^ÍF) se demos- 
tró en el Corolario 2 del Teorema 4.5. 

Completaremos la demostración, estableciendo que si 8, y 8 2 son deter- 
minantes en AWF), entonces 8 X - 8 2 . Sea A una matriz arbitraria de 
n x n con elementos de F. Si rango(^) < n entonces 8^A) = 8 2 (A) = 0 
Por e l Corolario 2 del Teorema 4.8. Si rango (A) = n, entonces A es 
invertible y por tanto es el producto de matrices elementales (Corolario 3 
del Teorema 3.5). Sea A = E m . . . E u donde cada Ei es una matriz ele- 
mental. Como 8 i(Eí) 8 2 (ZT¿) para cada i(l < i < m ) por el corolario 
al Teorema 4.6, 

^i(^) &i(E m . . . Ej) = 8 x (F m ) . . . SiíEx) 

= **( E m ) . . . 8 2 (E x ) = 8 2 (F W . . . E a ) = 8 2 (/4 ) 
por el Teorema 4.8. Por tanto 8 X = 8 2 . ■ 

De aquí en adelante denotaremos al único determinante en AA cxn (F) 
por det. 
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Corolario. Sea A £M nxn (F). Para toda j(l < j < n) 

det(A) = 2 ( — l) 1 + 1 A¡j -detiÁn), 

i = 1 

donde Áij es la matriz de (n — 1 ) x (n — 1 ) obtenida de A al suprimir 
el renglón i y la columna j. 

Así, el determinante de una matriz de n x n puede evaluarse por ex- 
pansión sobre cualquier columna; si n > 2 la expansión resultante conten- 
drá n determinantes de matrices de (n — 1) x (n — 1). El determinante 
de cada una de esas matrices de (n — 1) x (n — 1) puede expandirse 
sobre cualquier columna y este proceso puede continuar hasta que una 
expansión implique únicamente determinantes de matrices de 2 x 2, que 
pueden ser evaluados mediante la expresión det(/l) — AuA 2 2 A 12 A 2 l. 

Obsérvese sin embargo que la evaluación de det(/í ¡y) puede evitarse 
siempre que A tj — 0, pues el producto A {j • det(Aij) será cero indepen- 
dientemente del valor del determinante. Por tanto, es benéfico expandir 
sobre una columna que tenga tantos ceros como sea posible. Ilustraremos 
este procedimiento con dos ejemplos. 



Ejemplo 9. Sea A el siguiente elemento de M 4x „(F) : 

/I 1 0 1\ 

10 11 
0 0 11 
\l 1 1 1/ 



Para minimizar el cálculo requerido para evaluar det(/l ) , expandiremos 
sobre la segunda columna. Entonces 

det (A) = ± (— l)‘ +2 A l2 .det(A n ) 

/= 1 



/! 


1 




/> 


0 


!\ 


O 

u 

• 

• 

+ 

¿ 


1 


i 


+ ( — l) 2+2 -0-det( 0 


1 


O 


\i 


1 


i) 


\l 


1 


1/ 





0 


1\ 


/I 


0 


!\ 


1 


1 


1 


+ (— l) 4+ M-det 1 


1 


1 


\l 


1 


1/ 


\o 


1 


1/ 



/I 0 1\ 



/I 0 1\ 



= (-l)-l-0 + 0 + 0+ 1.1. det 1 1 1 I = detl 1 1 1 



\0 1 1 / 



\0 1 1 
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(La primera de las cuatro matrices de 3 x 3 tiene dos renglones idénticos, 
por lo que su determinante es cero.) Evaluaremos ahora el determinante 
que queda expandiendo sobre la primera columna. Entonces 



/I 0 l) 
det (A) = detí 1 1 1 

\0 1 l) 



= (-l)> + M.det(¡ +(-l) 2+1 -l-det^ 
+ (— l) 3+ '.0.det(° 



= 1 -1 -0 + (— 1)-1 •(— 1) + 0 = 1. 
Ahora sea B el siguiente elemento de M 5>< 5 (/?) : 



I 1 
-2 
5 
0 

\— 9 



-1 0 
0 -3 
-4 0 

3 
8 



0 0 \ 
1 6 
2 0 
0-14 
0 0 0 / 



Expandiendo sucesivamente sobre la tercera, cuarta y tercera columnas 
vemos que 

/ 1 -1 

det(5) = ( — 1) 2+3 •( — 3)*det' 5 ~ 4 



3(-l) 3+4 -4-det 




= — 12*( — 1) 2+3 - 2 -det 



= 24[1 * 8 - (—IX— 9)1 = 24( — 1 ) = -24. 



Como estos ejemplos lo sugieren, el proceso de cálculo de un deter- 
minante es a menudo tedioso aun cuando se encuentren presentes elementos 
nulos; sin elementos nulos la evaluación de un determinante por expan- 
sión sobre una columna es muy ineficiente. En vez de este procedimiento 
podemos utilizar la propiedad (e) del Teorema 4.6 para cambiar la 
matriz A en una matriz B que tenga el mismo determinante que A y que 
tenga elementos nulos en una o más columnas. Este es en esencia el 
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mismo proceso que se utilizó para reducir A a la forma escalonada. A con- 
tinuación se tienen ejemplos de esta técnica. 



Ejemplo 10. Sea A el siguiente elemento de M 4x4 (ft): 



1 -1 2 - 1 \ 

-3 4 1-1 

2-5-3 8 ' 

— 2 6 -4 1/ 



Entonces 



det(/f) 




/ 1 7 - 4 \ (—2 6 \ 

det -2 0 6 1 = ( — l) l+2 -7 -detí J 

\ 4 0 — 1/ 




= — 7[(— 2)(— 1) - 6-4] = — 7( — 22) = 154. 



Ejemplo 11. Sea A el siguiente elemento de hA, yi (R) : 

1 -i 2 1\ 

2-1-1 4 

-4 5 -10 -6 ‘ 

3 —2 10 -1/ 

Introduciremos elementos nulos mediante el uso del Teorema 4.6(e) de 
tal modo que A se transforme en una matriz triangular superior que tenga 
el mismo determinante que A. El determinante de la matriz triangular 
superior se calculará entonces por expansiones sucesivas sobre la primera 
columna. 



det04) = det 



1 


-1 


2 






/i 


-1 2 


1\ 


2 


-1 


-1 


4 


= det 


0 


1 -5 


2 


-4 


5 


-10 


~ 6 ] 




0 


1 -2 


-2 


3 


-2 


10 


-li 




\0 


1 4 


-4/ 




2 1 2 Determinantes 





-1 


2 


1\ 




f 1 


-1 


2 


1\ 


0 


1 


-5 


2 


= det 


o 


1 


-5 


2 


0 


0 


3 


-4 




1 ° 


0 


3 


-4 




0 


9 


6/ 




lo 


0 


0 


6/ 



n -5 2 

= 1 - detí O 3 —4 
\0 O 6 
= 1-1 - 3 - 6 = 18. 

Hasta ahora, el papel jugado por los renglones y columnas de una 
matriz en el estudio de los determinantes ha sido muy diferente — un deter- 
minante se definió como una función en M nxn (F) que satisface ciertas 
propiedades que involucran a los renglones de una matriz, mientras que la 
evaluación del determinante se lleva a cabo mediante la expansión sobre 
las columnas de la matriz. Estos papeles son reversibles y ahora verifica- 
remos este hecho demostrando que los determinantes de A y A í son 
iguales. (Como los renglones de A son las columnas de A* y viceversa, 
este resultado será suficiente para demostrar que los papeles desempe- 
ñados por los renglones y las columnas son intercambiables.) 

Teorema 4.10. Para cualquier matriz A de n x n det( A‘) = det( A). 

demostración. Si A no es invertible, entonces rango (A) < n. Pero 
como rango (/E) = rango (.4) (Corolario 2 del Teorema 3.5) se tiene que 
A* no es invertible, y entonces, en este caso, det(/4) = 0 = det(/t ( ). 

Si A es invertible, entonces A — E m . . . E u donde E¡, ... , E m son 
matrices elementales. Como det(E‘) = det(/v ) para cada i (véase el 
Ejercicio 5), tenemos que 

det(/4 ( ) = det(E‘ . . . E*J = det(E') . . . det(E^) 

= det(Ej) . . . det(E m ) = det(E m ) . . . det(E,) 

= det(E m ... Ej) = det(/4). ■ 




Corolario. Cualquier argumento sobre determinantes que involucre a los renglo- 
nes de una matriz puede ser enunciado de nuevo en términos de las colum- 
nas de la matriz, y cualquier argumento que involucre a las columnas de 
una matriz puede ser enunciado de nuevo en términos de los renglones 
de la matriz. En particular, si A es una matriz de n x n. 



¿«(A) = 2 ( — l) l+i A,j • <fe/(Á„), 
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donde Á¡j es la matriz de (n — l)x(n — 1) obtenida a partir de A 
al suprimir el renglón i y la columna j. 

Ejemplo 12. Sea A el siguiente elemento de 

4 —1 —3 6\ 

-2314 

0 5 0 0' 

1 2 3-1 / 

En este caso el cálculo requerido para evaluar det(/t ) puede 
zado al expandir sobre el tercer renglón, y entonces 

/ 4 —3 6\ /O -15 

det(/4) = —5 detí —2 1 4 =-5det 0 7 

\ 1 3—1 / \l 3 

= -5 det|~^ = — 5[( — 1 5) -2 - 10-7] = 500. 



ser minimi- 

10 
2 

-1 



Nuestro resultado final nos permite evaluar fácilmente el determinante 
de una matriz triangular. Este resultado hace de la técnica utilizada en 
el Ejemplo 1 1 un método muy eficiente para evaluar determinantes. 

Teorema 4.11. Si A es una matriz triangular de n x n, entonces det(A) = 
A n A 2 2 . . . A nn ; esto es, el determinante de A es el producto de los ele- 
mentos de A ubicados en la diagonal. 

demostración. Sea A una matriz triangular superior de n x n. La de- 
mostración se hace por inducción sobre n. Si n = 2, entonces A tiene la 
forma 




y entonces det(>4) = A tl A 2 2 — A 12 * 0 = A n A 22 , lo que demuestra el teo- 
rema para matrices triangulares superiores si n = 2. 

Supóngase que el teorema es cierto para matrices triangulares supe- 
riores de (n — 1) x (n — 1) y sea A una matriz triangular superior de 
n x n. Entonces A tiene la forma 

jA u A 12 •** ^K„_i) ^i„\ 
jO A 22 ••• A 2(»-i) A 2n \ 



\0 



0 



o 




Determinantes 



Al expandir sobre la primera columna, vemos que 





IA 2 2 




det04) = Ai^det 




• 




lo 


0 AJ 


~~A u '(^22 * * * ^nn) 





por la hipótesis de inducción. Esto completa la inducción y demuestra el 
teorema para matrices triangulares superiores. 

Si A es una matriz triangular inferior, entonces A 1 es una matriz trian- 
gular superior. Por tanto, la primera parte de esta demostración y el 
Teorema 4.10 implican que 

det (A) = det (A*) = (A t ) 11 . . . (A*) nn = A lx . . . A nn . ■ 



Tal como en la Sección 4.1, es posible interpretar geométricamente el 
determinante de un elemento A en M nx „(/?). Si A l9 ... , A n son los n 
renglones de A , podemos interpretar 



det 



I a A 



\aJ 



como el volumen rc-dimensional (la generalización del área en R 2 y del 
volumen en R 3 ) del paralelepípedo que tiene a los vectores A l9 ... , A n 
como aristas adyacentes. (Para una demostración de este resultado véase 
a Serge Lang, Análisis /, Addison-Wesley, 1968, pp. 413-418.) 

En nuestra anterior exposición del significado geométrico del determi- 
nante formado a partir de los vectores en una base ordenada para R 2 , 
vimos también que este determinante es positivo si y sólo si la base 
induce un sistema coordenado derecho. Una aseveración similar es verí- 
dica en R\ Específicamente, si y es cualquier base ordenada para R n y (3 
es la ordenada estándar para R u , entonces y induce un sistema coordenado 
derecho si y sólo si det (Q) > 0, donde Q es la matriz de cambio de 
coordenadas que permite pasar de coordenadas de y a coordenadas de ¡ 3 . 
Entonces, por ejemplo, 




induce un sistema coordinado izquierdo en R 3 puesto que 




